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内 S 提 要 


众多 的 物理 系统 在 相 空 间 找 述 时 ,正则 变量 间 存 在 约束 ,例如 用 奇异 
Lagrange 量 ( 包 括 所 有 规范 理论 ) 描 述 的 系统 就 属于 这 种 情形 . 该 系统 为 约 
* Hamilton( 哈 密 顿 ) 系 统 . 它 的 基本 理论 在 现代 量子 场 论 中 占 重要 地 位 . 

本 书 主 要 介绍 约束 Hamilton 系统 的 经 典 理 论 和 量子 理论 ,侧重 于 阐述 
其 对 称 性 .其 中 包括 约束 系统 的 Dirac 理论 、Dirac 括号 量子 化 .Faddeev- 
Senjanovic 路 径 ( 泛 了 苞 ) 积 分 量子 化 ,以 及 基于 BRST 对 称 的 BFV & T fb. 2j 
R Hamilton 系统 的 经 典 和 量子 正则 对 称 性 质 . 量子 守 人 恒 律 理论 等 ,并 以 杨 - 
Mills 理论 和 Chern-Simons 理论 为 例 作 了 较 深 入 的 分 析 ， 

本 书 不 仅 适 合 大 学 物理 系 高 年 级 学 生 和 研究 生 使 用 ,还 适合 从 事理 论 
物理 .数学 物理 粒子 物理 理论 .凝聚 态 理论 以 及 数学 力学 等 相关 专业 的 科 
技工 作者 阅读 . 
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对 动力 学 系统 的 描述 有 位 形 空 间 中 的 Lagrange 体制 和 相 空 
间 中 的 Hamilton 体制 两 种 形式 ,后 者 在 量子 理论 中 有 更 重要 的 
作用 . 物理 系统 的 运动 往往 受到 某 些 约束 条 件 的 限制 . 其 约束 分 为 
两 失 :一 类 是 位 形 空 间 中 存在 的 附加 条 件 ( 如 力学 中 的 完整 约束 和 
非 完 整 约束 ); 男 一 类 是 相 空 间 中 描述 时 ,正则 变量 间 存 在 的 关系 
《如 相对 论 性 运动 粒子 满足 的 质 壳 条 件 ). 众多 的 物理 系统 虽然 在 
位 形 空 间 中 不 存在 附加 约束 ,但 过 滤 到 相 空间 描述 时 ,正则 变量 间 
却 存在 约束 关系 ,例如 , 旋 量 场 Lagrange 量 描述 的 系统 就 是 这 种 
情况 . 一般 来 说 ,用 所 谓 奇 异 Lagrange 量 描述 的 系统 (包括 所 有 定 
域 规范 不 变 理 论 ), 过 渡 到 相 空 间 描 述 时 ,其 正则 变量 间 存 在 固有 
约束 , 即 为 约束 Hamilton (哈密 顿 ) 系 统 . 描述 自然 界 4 种 基本 相 
互 作 用 的 量子 电动 力学 (QED) 量子 味 动力 学 (QFD)、 量 子 色 动 
力学 (QCD) 和 引力 理论 (广义 相对 论 ,GR) 中 的 Lagrange 量 均 是 
茄 异 的 , 超 对 称 、 超 引力 和 超 弦 等 理论 中 的 场 都 是 用 奇异 Lagrange 
量 描述 的 系统 . 由 于 奇异 Lagrange 系统 在 相 空间 中 存在 固有 约 
束 , 而 系统 的 量子 化 通常 是 由 相 空 间 的 正则 变量 来 实现 的 ,此 时 初 
等 量子 力学 中 的 量子 化 方法 已 不 适用 . 当 正 则 变量 间 存 在 约束 时 ， 
量子 化 理论 中 出 现 的 新 间 题 的 研究 ,一 直 受 到 人 们 广泛 的 关注 , 特 
I ÆI Abel 规范 理论 ( 杨 -Mills 理论 ) 的 发 展 ,仔细 分 析 系 统 的 约 
束 , 并 在 量子 化 过 程 中 恰当 地 处 理 这 些 约束 ,已 成 为 理论 的 中 心 问 
题 之 一 . 因此 ,约束 Hamilton 系统 的 基本 理论 在 现代 物理 学 中 , 特 
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别 是 在 量子 场 论 中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 

奇异 Lagrange 量 系 统 的 正则 形式 的 研究 始 于 Dirac, 
Bergmann 等 人 葛 定 了 该 系统 的 动力 学 和 量子 化 的 基础 .通过 所 
iB Dirac 括号 和 量子 括号 的 对 应 来 实现 算 符 形式 的 正则 量子 化 . 
大 们 发 现 , 用 Dirac 括号 对 杨 -Mills 场 进 行 正则 量子 化 ,处 理 上 过 
到 较 大 困难 . 对 非 Abel 规范 场 , 用 路 径 积 分 量子 化 则 是 一 种 有 效 
方案 . Faddeev 利用 Feynman 路 径 积 分 首先 实现 了 仅 含 第 一 类 约 
束 的 系统 的 量子 化 . Senjanovic 给 出 了 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 
类 约束 的 系统 的 路 径 积分 量子 化 . Faddeev-Senjanovic 量子 化 方 
案 为 Faddeev-Popov 直观 的 路 径 积 分 量子 化 方法 在 电 和 磁场、 
杨 -Mills 场 等 诸 方面 的 应 用 提供 了 理论 基础 . 含 Grassmann 数 系 
统 的 路 径 积 分 量子 化 也 已 给 出 .相对 论 性 协 变 的 量子 化 理论 是 
Batalin-Fradkin-Vilkovisky ( BFV ) 等 人 基 于 BRST ( Becchi- 
Rouet-Stora-Tyutin) 对 称 而 建立 的 . 其 他 的 量子 化 方案 ,例如 
Faddeev-Jackiw 方案 和 Batalin-Vilkovisky 的 Lagrange 量子 化 方 
案 等 ,也 受到 人 们 的 广泛 关注 . 约束 Hamilton 系统 的 基本 理论 的 
研究 已 经 取得 了 相当 的 进展 ,规范 理论 和 引力 理论 量子 化 中 的 主 
要 问题 已 得 到 解决 . 然而 ,有 关 约 束 Hamilton 系统 理论 中 若干 基 
本 问题 的 研究 在 文献 中 仍 不 断 有 新 的 讨论 . 

对 称 性 理论 在 物理 学 中 占 重要 地 位 . 经典 物理 到 量子 理论 的 
发 展 , 将 连续 对 称 的 研究 扩充 到 了 分 立 对 称 的 研究 ;微观 领域 规律 
的 深入 探索 ,将 整体 对 称 的 分 析 扩 充 到 了 定 域 对 称 的 研究 . 系统 的 
整体 对 称 性 与 系统 存在 的 守恒 律 有 密切 联系 ;规范 对 称 ( 定 域 不 变 
性 ) 制 约 了 基本 粒子 的 几 种 基本 相互 作用 形式 ,并 且 是 量子 场 可 重 
整 化 的 基础 . 关于 系统 对 称 性 的 分 析 , 传 统 的 研究 通常 是 在 位 形 空 
间 中 讨论 的 (系统 不 含 附加 约束 ). 约束 系统 对 称 性 的 研究 具有 全 
新 的 、 重 要 的 意义 .我 们 曾 完成 了 一 项 国家 自然 科学 基金 和 两 项 北 
京 市 自然 科学 基金 项 目 , 开 展 了 对 约束 Hamilton 系统 基本 理论 的 
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研究 ,并 开 倒 了 对 该 系统 的 经 典 和 量子 正则 对 称 性 及 应 用 的 研究 ， 
在 国内 外 先后 发 表 了 80 余 篇 学 术 论 文 ,本 书 就 是 在 总 结 这 些 科研 
成 未 的 基础 上 撰写 而 成 的 . 目前 国外 虽 有 极 人 少数 几 部 介绍 约束 
Hamilton 系统 动力 学 的 专著 ,但 其 中 均 未 涉及 约束 Hamilton 系 
统 的 正则 对 称 性 质 . 本 书 在 简明 地 叙述 约束 Hamilton 系统 基本 理 
论 的 基础 上 ,者 重 论述 了 该 系统 在 相 空 间 中 的 经 典 和 量子 正则 对 
称 性 质 , 并 且 较 系统 地 阐述 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 正 
则 形式 的 基本 理论 ， 

第 一 章 说 明了 初级 约束 .次 级 约束 和 计算 约 东 的 Dirac- 
Bergmann 算法 以 及 第 一 类 约束 .第 二 类 约束 和 Dirac 括号 的 意 
X ,讨论 了 了 有限 自由 度 奇 异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 表述 和 的 
R Hamilton 系统 的 正则 方程 的 几 种 表述 形式 ,研究 了 第 一 类 约束 
和 规范 变换 生成 元 之 间 的 关系 ,给 出 了 规范 生成 元 的 构成 ,说 明了 
规范 生成 元 中 与 第 一 类 初级 约束 和 第 一 类 次 级 约束 相 联系 的 系数 
之 间 的 关系 ,以 及 固定 规范 的 问题 . 

第 二 章 研 究 了 约束 Hamilton 系统 的 经 典 正 则 对 称 性 质 ,建立 
了 相 空 间 中 整体 对 称 下 的 正则 形式 的 Noether(CNather) 第 一 定 
理 , 给 出 了 相 空 间 中 对 称 性 和 守恒 量 的 联系 ,建立 了 相 空 间 中 定 域 
变换 下 的 正则 形式 的 Noether 第 二 定理 (Noether 恒等式 ), 阐 明 
了 和 定 域 变换 下 不 变 的 系统 必 会 Dirac 约束 . 对 于 显 含 时 间 的 奇异 
Lagrange 系统 ,从 正则 形式 出 发 建立 了 该 系统 的 Poincare-Cartan 
积分 不 变量 ,研究 了 该 不 变量 和 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 之 
同 的 关系 ,并 特别 说 明了 为 保证 约束 Hamilton 系统 Poincaré- 
Cartan 积分 不 变量 存在 ,约束 加 在 正则 变量 的 变 分 上 应 满足 的 条 
件 , 并 以 正则 Noether 定理 和 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 为 工 
具 ,举例 说 明了 Dirac 猜想 失效 .在 这 个 反例 中 ,不 存在 将 约束 作 
线性 化 处 理 的 问题 . 

第 三 章 论述 了 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系统 的 经 典 动 力学 .本 
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章 给 出 了 该 系统 在 相 空 间 摘 述 的 正则 形式 ,将 有 限 自 由 上 度 情 形 的 
Dirac 表述 推广 到 场 论 中 来 ,并 以 电磁 场 、. 杨 -Mills 场 . 复 标量 场 与 
Chern-Simons 项 耦合 为 例 , 详 细 地 分 析 了 它们 的 正则 形式 和 约束 
结构 ,给 出 了 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系 统 规 范 生 成 元 的 构造 ,并 
以 有 质量 规范 场 、 电 磁场 与 旋 量 场 看 合 以 及 以 杨 -Mills 场 为 例 作 
了 具体 阐述 ,建立 了 相 人 空间 中 整体 对 称 性 的 正则 Noether 和 定理 ,时 
出 了 声 子 场 . 电 子 场 和 电磁 场 相 互 作 用 中 的 一 些 守 恒 量 .本 章 还 建 
A T HE B P jE RE R W E Noether 恒等式 ,给 出 了 在 Abel 规 
范 场 与 荷 电 Bose jy R& 4 UI R dE Abel 规范 场 与 物质 场 耦合 中 的 应 
用 ,在 某 些 情形 下 , 沿 着 系统 运动 轨 线 ,正则 Noether 恒等式 也 可 
导致 系统 的 守恒 量 ( 或 给 出 与 第 一 类 约束 相 联 系 的 约束 乘 子 的 限 
制 条 件 ), 同 时 建立 了 声 论 中 非 定 域 变换 的 正则 Noether 恒等式 ; 
最 后 ,导出 了 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Cartan 积 
分 不 变量 ,讨论 了 该 不 变量 与 正则 方程 .正则 变换 的 关系 . 

第 四 章 说 明了 约束 Hamilton 系统 的 算 符 形式 正则 量子 化 ,并 
分 别 对 Bose 变量 系统 和 Fermi 变量 系统 阐明 了 Dirac 括号 量子 
化 方法 ,对 仅 含 第 二 类 约束 的 系统 ,通过 Dirac 括号 与 量子 括号 对 
应 来 实现 系统 的 量子 化 ,对 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 系 
统 , 对 每 一 个 第 一 类 约束 需 选 一 规范 条 件 ,使 系统 所 有 约束 和 规范 
条 件 一 起 转变 为 第 二 类 约 东 ;然后 ,再 按 第 二 类 约束 系统 进行 量子 
化 .本 章 还 说 明了 规范 条 件 原 则 上 至 少 应 满足 的 一 些 要求 . 书 中 分 
别 以 电磁 场 . 旋 量 场 .QED、Chern-Simons 理论 、 自 对 偶 场 和 杨 - 
Mills 场 为 例 , 许 细 地 论述 了 它们 的 算 符 形式 正则 量子 化 ,并 指出 
了 当场 的 正则 变量 的 Dirac 括号 后 仍 含 场 量 时 (如 杨 -Mills 场 )， 
其 量子 化 条 件 是 不 便于 使 用 的 ,这 表明 Dirac 括号 量子 化 不 是 约 
R Hamilton 系统 量子 化 的 最 佳 方案 . 

第 五 章 阐 述 了 路 径 积 分 量子 化 ,指出 了 量子 力学 中 正则 算 符 
形式 量子 化 与 路 径 积 分 量子 化 的 等 价 性 , 相 空 间 路 径 积 分 比 位 形 
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空间 路 径 积 分 更 一 般 , 介 绍 了 Bose 系统 的 全 纯 表 示 和 Fermi 系统 
的 Grassmann 表示 ,说 明了 场 论 中 的 路 径 积 分 形式 .Green PR PR 
H3 AE Rl R A YE 3, TOU fR RO ^E. BLUT SR. 在 约束 Hamilton 系统 的 路 径 
积分 量子 化 中 ,分 别 讨 论 了 仅 含 第 一 类 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 
化 (Faddeev 方案 ) 以 及 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 系统 的 路 
径 积分 量子 化 (Senjanovic 方案 ), 并 且 分 别 以 QED, £5-Mills 场 和 
非 Abel Chern-Simons 理论 为 例 , 作 了 详细 的 分 析 ; 最 后 ,说 明了 
基于 BRST 对 称 的 BFV 路 径 积 分 量子 化 方法 ,并 以 杨 -Mills 场 为 
例 作 了 讨论 . 

第 六 章 论 述 了 踏 径 积分 形式 中 的 对 称 性 ,阐明 了 系统 在 整体 、 
定 域 和 非 定 域 变换 下 ,系统 的 量子 对 称 性 质 , 并 分 别 对 有 限 自 由 度 
系统 和 场 论 中 的 正规 Lagrange 量 和 奇异 Lagrange 量 系统 作 了 讨 
iE. 首先 ,从 Green 饮 数 的 相 空 间 的 生成 泛 函 出 发 ,建立 了 定 域 ( 正 
则 变量 ) 变 换 下 的 正则 Ward 恒等式 ,给 出 了 在 规范 不 变 有 质量 矢 
量 场 和 QCD 中 的 应 用 ,导出 了 Green A% E iW ER ERAR; 
然后 ,建立 了 非 定 域 变换 的 正则 Ward 恒等式 ,讨论 了 在 非 Abel 
Chern-Simons 理论 中 的 应 用 ,导出 了 正则 变量 整体 变换 下 的 正则 
Ward 恒等式 并 给 出 了 应 用 ;最 后 ,建立 了 整体 正则 对 称 性 和 量子 
守重 律 相 联 系 的 理论 ,给 出 了 在 x fp S ECT ESTEE A IR AE LE 
子 - 电 子 - 光 了 于 系统 、 杨 -Mills 场 论 和 Chern-Simons 理论 中 的 应 
用 ,讨论 了 在 量子 水 平 下 的 分 数目 旋 问 题 ,论述 了 位 形 空 间 中 路 径 
积分 中 的 对 称 性 . 

第 七 章 论 述 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 、 路 
径 积 分 量子 化 以 及 经 典 和 量子 正则 对 称 性 质 ,分 别 对 有 限 且 由 度 
系统 (广义 力学 ) 和 场 论 系统 予以 阐明 .首先 ,从 有 限 目 由 度 高 阶 微 
商 系 统 开 始 , 介 绍 了 从 Lagrange 体制 过 渡 到 Hamilton 体制 的 
Ostrogradsky 变换 ;借助 于 约束 系统 的 Dirac 理论 ,阐述 了 高 阶 微 
Hip Lagrange 量 系 统 伍 义 正则 方程 的 3 种 形式 ,说 明了 第 一 类 
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约束 和 规范 变换 生成 元 的 关系 以 及 规范 生成 元 的 构成 ,论述 了 该 
系统 的 经 典 正 则 对 称 性 ,建立 了 正则 形式 的 Noether 理论 并 给 出 
了 应 用 .然后 ,又 建立 了 高 阶 微 商 显 含 时 间 的 奇异 Lagrange 量 系 
统 的 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,讨论 了 该 不 变量 与 广义 正 
则 方程 .正则 变换 的 关系 ;借助 于 正则 形式 Noether 定理 和 广义 
Poincaré- Cartan 积分 不 变量 ,给 出 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange H 
系统 Dirac 猜想 的 及 例 , 论 述 了 高 阶 微 商 场 论 中 的 奇异 Lagrange 
量 系 统 的 正则 对 称 性 、 规 范 生 成 元 和 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 
变量 . 最 后 ,论述 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 路 径 积 分 量 
子 化 ,建立 了 该 系统 定 域 变换 下 的 广义 正则 Ward 恒等式 ,给 出 了 
在 高 阶 微 商 有 质量 规范 场 和 广义 QCD 中 的 应 用 ,同时 建立 了 该 
系统 在 整体 正则 对 称 性 下 的 量子 守恒 理论 ,并 给 出 了 在 高 阶 微 商 
-Mills 场 论 和 非 Abel Chern-Simons 理论 中 的 应 用 . 

本 书 在 阐述 约束 Hamilton 系统 动力 学 的 基本 理论 时 ,侧重 于 
论述 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 的 经 典 和 量子 正则 对 称 性 质 ， 
并 将 散 见 在 杂志 文献 中 的 资料 作 了 较 系 统 的 归纳 和 整理 . 由 于 篇 
幅 和 时 间 的 关系 ,约束 Hamilton 系统 理论 的 某 些 方面 本 书 未 能 包 
括 或 未 能 充分 展开 表述 ,其 中 主要 有 约束 Hamilton 系统 的 现代 微 
分 几何 描述 、Lagrange 形式 量子 化 以 及 BRST 量子 化 的 应 用 讨论 
不 够 充分 等 . 本 书 内 容 在 研究 生 教学 中 曾 多 次 讲授 . 研究 生 江 人 金 
环 、 间 凌 、 隆 正文 .、 李 瑞 洁 等 帮助 整理 和 抄写 了 书稿 ,责任 编辑 刘 津 
瑜 女士 细致 校对 书稿 ,作者 对 他 们 表示 衷心 地 感谢 . 同时 ,作者 也 
次 诛 感 谢 北京 市 目 然 科学 基金 委员 会 的 资助 和 北京 工业 大 学 出 版 
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第 一 章 
约束 Hamilton 系统 


用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 (包括 所 有 规范 不 变 系统 ) ,在 
相 空 间 中 描述 时 必 存 在 的 固有 约 东 ,为 约束 Hamilton( 喻 密 顿 ) 系 
Br. xx Hi Bu E E XR T £g Hamilton 系统 的 Dirac 理论 ,阐明 了 初 
级 约束 、 次 级 约束 、 第 一 类 约束 、 第 二 类 约束 以 及 Dirac 插 号 的 意 
X. ,并 在 此 基础 上 ,讨论 第 一 类 约束 与 规范 变换 生成 元 的 关系 ,说 
明 固 定 规 范 问 题 ， 


S 1-1 8 5 Lagrange 量 系 统 


奇异 Lagrange 量 系 统 正 则 形式 的 研究 始 于 Dirac”, xx i ds 
于 他 对 动力 学 章 次 变量 的 早期 分 析 . 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系 
统 , 过 渡 到 相 空 间 用 正则 变量 描述 时 ,其 正则 变量 间 存 在 固有 和 约 
束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 关于 这 方面 早期 的 工作 还 有 
Bergmann 等 人 的 研究 ,他 们 阐明 了 约束 和 不 变性 的 关系 ”…. 
Dirac 和 Bergmann 等 人 的 工作 葛 定 了 约束 系统 的 动力 学 及 其 量 
子 化 的 基础 .Shanmugadhasan 4r Br Y sr 5E TEX] Lagrange 方程 的 
影响 ,并 给 出 了 相应 的 Hamilton JE xx ^9. Kamimura 建立 了 La- 
grange 约束 与 Hamilton 约束 间 Mx x. Sudarshan 和 Mukunda 
从 现代 数学 观点 ,详细 讨论 了 Dirac f& m 89 £& MJ. 至今 已 有 少 
量 著作 较 完 整地 前 述 了 约束 系统 及 其 量子 化 的 基本 理论 -5. 在 
这 些 著作 中 未 涉及 到 的 ,万 是 本 书 将 侧重 前 明 的 约束 Hamilton 系 
统 的 经 典 和 量子 正则 对 称 性 质 . 

约束 Hamilton 系统 的 基本 理论 ,在 理论 物理 中 ,特别 是 现代 


] 


量子 场 论 ( 如 规范 场 论 ) 中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 众多 的 物理 系统 
在 相 空 间 中 描述 其 正则 变量 间 存 在 约束 ,例如 ,相对 论 粒 子 满足 的 
"ERU "条件, 电磁 学 和 杨 -Mills 场 论 中 的 Gauss 约束 ,广义 相对 论 
中 的 超 Hamilton Æ M AE a E 23 5&8 , SZ BE IO IP B) Virasor 条 件 等 . 
规范 场 理 论 ( 具 有 定 域 不 变性 ?在 描写 是 然 界 基本 相互 作用 中 占 重 
要 地 位 . 一切 定 域 不 变 系统 的 Lagrange 量 均 是 奇异 的 (包括 描述 
自然 界 4 种 基本 相互 作用 的 量子 电动 力学 (QED)、 量 子 味 动力 学 
(QFD)、 量 子 色 动力 学 (QCD)、 引 力 理 论 (GR) 等 ) ,该 系统 均 属 约 
* Hamilton 系统 . 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 存 在 固有 约束 , 传 
统 的 无 约束 情况 的 量子 化 方法 不 能 直接 用 于 该 系统 . 虽然 该 系统 
量子 化 中 的 主要 问题 已 解决 ,但 是 有 关 约 束 Hamilton 系统 理论 若 
干 基 本 问题 仍 在 文献 中 经 常 有 所 讨论 “. 这 里 先 简略 介绍 约束 
Hamilton 系统 的 经 典 理 论 . 

设 有 限 自 由 上 度 系统 的 动力 学 由 Lagrange PR 3X (3X, Lagrange 
BOL-—L(G.Q XB Hh aq G—1,2, NI XU d = 
Dg= Je 为 广义 速度 . 这 里 假设 Lagrange 函数 不 显 含 时 间 . 通常 


系统 的 量子 化 是 通过 相 空 间 中 的 正则 变量 (gq ,zp;) 来 实现 的 . 利用 
Legendre 变换 ,可 将 Lagrange 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 . 这 里 
定义 广义 坐标 gq BIEN ESSE 

LaL 


=. (1-1-1) 


P: 
正则 Hamilton & 
H.— Ñ pë- Lad -—b$-L (1-2) 
i=] 


式 中 7 由 (1-1-1) 式 中 解 出 作为 gq 和 户 的 函数 .重复 指示 代表 求 
和 .和 定义 了 Hess 和 矩阵 的 矩阵 元 
O 2L 
’ add 


(1-1-3) 


X det| H;;| Æ0 E}, 8 H ka PR PEE RE PR rH CL-1-D a A E ia BT 
有 的 人 六 作 为 站 和 户 的 函数 .Hess 5E Ee JER 4E KI Cdet | Ha | #0) 
Lagrange 量 称 为 正规 Lagrange 基 . 

系统 的 Euler-Layranye 方程 为 


aL df ƏL 
Z i 7] 一 0 (1-1-4) 
(1-1-40 XX X n] 5 
IL 3L ., 
H (go d,— S -og -]- 
jq) q; jj yag! (1-1-5) 


当 det| H;;| =0 时 ,Hess 矩阵 [已 是 退化 的 . 设 [ 已 的 秩 为 种 数 
RCR<2) ,由 (1-1-5) 式 可 解 出 尺 个 9 
q? = Fila, 0301 0 q^ eee, G”) 
(jJ = 1,2, R) (1-1-6) 
这 RBRILÉBE SAP EÍBUMVEn—RT TEX Y MIB Sq. 
q'. KAET PpO EOM) sq (的 初 值 后 ,系统 动力 
学 的 解 不 能 完全 确定 下 来 .任意 函数 的 不 同 选取 ,给 出 不 同 的 解 . 
这 与 正规 Lagrange 量 描述 的 系统 是 完全 不 同 的 . Hess 矩阵 退化 
的 Lagrange 量 称 为 奇异 Lagrange 量 . 对 于 奇异 Lagrange 量 系 
统 , 由 Euler-Lagrange 方程 不 能 解 出 所 有 的 3;, 同 时 过 滤 到 
Hamilton 描述 时 ,不 能 由 (1-1-1) 式 解 出 所 有 的 9 
下 面 讨论 奇异 Lagrange 量 系 统 的 正则 表述 形式 . 设 Hess Tp 
阵 的 秩 为 尺 , 那 么 ,从 (1-1-1) 式 可 解 出 尺 个 9 TESI pe RUE FH 
q^ HF) PR 2X 
0 = S° qs pu.) 
(a, a = 1,2," , R; 0 = R + l7.) (1-1-7) 
将 (1-1-7) 式 代入 (1-1-1) 式 , 则 有 
bi —gi(q.d^ 4^) = gla." (5, bod 2,4 | = 
gi(q, Pasg) (1-1-8) 


显然 ,; 当 i 一 1,2,…,R 时 , (1-1-8) 式 为 一 恒等式 . 当 1=p 时 , 即 其 
他 nn 一 R 个 g, 将 不 再 依赖 于 9". 不 然 的 话 ,将 会 解 出 更 多 的 9 ,与 原 
假设 矛盾 . 这 样 就 可 得 到 坐标 和 动量 之 间 的 nn 一 R 个 关系 式 , 即 
Po = BoP (P= 1,.2,7:,n— R) (1-1-9) 
B id 
$,(q. b) — Pa — g,(q Pa) =O 
(a = 1,2,**,n — R) (1-1-10) 
(1-1-9) 式 或 (1-1-10) 式 给 出 了 正则 变量 的 nn 一 R TARR 
系 ,它们 来 源 于 正则 动量 的 定义 式 (1-1-1) 式 ,并 称 (1-1-10) 式 为 初 
级 约束 . 值得 注意 的 是 ,在 得 到 初级 约束 时 ,并 没有 利用 系统 的 运 
动 方程 .由 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ,在 相 空间 描述 时 必 存 在 
固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 
考虑 正则 Hamilton 量 (C1-1-2) 式 的 变 分 


mM aL... oL. 
SH. = :89' + d'óp, — 25 0q — — 09' = 
Pig T qop à; q T q 
| aL... 
ròp: a 0q 2 0 02421 
qop àg q ( ) 
这 里 已 利用 了 (1-1-1) 式 .由 (1-1-2) 式 ,有 
P 一 (1-1-12) 
dq 


可 见 , 按 (1-1-1)、(1-1-2) 式 ,无 论 是 正规 Lagrange E RAAEN 
异 Lagrange 量 系 统 , 其 正则 Hamilton EIA (q.p) I] RC. 这 梓 ， 
又 有 


9H. 、，， 8H. 
8H. = Si p. (1-1-13) 
E, 8: C1-1-1120, C1-1-132 AA n] 48 | 
aH aL aH 
y ap [I Hgo aa 
|à xd p aj a q (1-1-14) 


利用 方程 (1-1-4) 式 ,有 
4 


th i 


d / aL aL 
一 AEA 一 Jg (1-1-15) 
将 (1-1-15) 式 代入 (1-1-14) 式 中 ,可 得 
. 2H .i , aH | 
y — 5-8 -| | Ag = 0 (1-1-16) 
d — 35, Pi p: + ar | 


对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ,正则 变量 9 和 p; 之 间 和 存在 约束 关系 
(1-1-10) 式 ,因而 


Òf, = P ag Rum o. 9p: — — 0 (1-1-17) 


3| A Lagrange Æ F X GO, Hi C1-1-160, (1-1-17) Ñ, n] f8 ZR 
Hamilton dM 


[n 9 

i 二 一 十 1-1-18 
1 25 (C U35 a) 
83H. | NEL? 

b; = ag 4 3d (1-1-18b) 
$:(q,p) —0 (1-1-18c) 


3X tH a=1,2,°,n— R. 利用 Poisson 括号 
(FG - 2E 20 _ 2P 9C (1-1-19) 
其 中 下 和 GG 均 为 gq、p KAA. FEÆCd-1-18a),C-1-18b XX EJ 
gh = (q',Hij (1-1-20a) 
bi — (pi Hr? (1-1-20b) 
AB HQ—H.4d- X4 称 为 总 Hamilton &. Æi A C1-1-200 XX, W 
Poisson 括 号 时 ,必须 在 先 算 完 Poisson 括号 后 ,再 代 人 约束 条 件 . 
利用 (1-1-20) 式 、Poisson 括号 ,正则 变量 的 任 一 图 数 F, p) 
随时 间 的 演化 可 写 为 
F= 5 P P b = F.H.) (1-1-21) 
Z3 Hamilton ABER EGOEGOSR MER 利用 
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(1-1-7). O-1- È ,可 将 正则 Hamilton E 5 Àj 
已. 一 Pi g o L(g,9) -一 


Po gq” 十 Po g’ m L(g,9) (1-1-22) 
由 正则 动量 的 定义 式 (1-1-1) 式 ,可 知 
JH. — 
Iå | 
dH. op go 28e 
X. Jp, q' +q’ 2 5. (1-1-23a) 
9H. | 9L , 98» 
D ay ^Y 3e (1-1-23b) 


X P :o-1,2,R;p Rol, n. 
利用 Euler-Lagrange 方程 (1-1-15) 式 ,可 将 (1-1-23) 式 写 为 


.。 9H, .9 £a 

q 9 p, q 9 p, (1-1-24a) 
2H. .,9 8. 

Pi m Iq + q 9 q' (1-1-24b) 


43 Hio—1,2, 7 R;a— R1 2 注意, 式 中 未 确定 的 任意 函数 
g(t) 相 应 于 从 正则 动量 定义 式 (1-1-1) 式 中 未 解 出 的 那些 gq“ 4). 

由 于 约束 条 件 (1-1-10) 式 的 限制 ,正则 Hamilton 量 H. 仅 确 
定 在 整个 相 空 间 忆 中 的 一 个 子 空间 忆 中 ,系统 的 运动 也 是 限制 
在 子 空间 媚 , 中 .为 了 去 掉 此 种 限制 ,利用 弱 等 概念 ,可 将 方程 (1- 
1-24) 扩 充 到 整个 相 空 间 D 中 去 . | 

Bt ERA FU DAGU po € X. TEdTH 3 [8] DP F, dn E TTE ZJ 
东 所 确定 的 子 空间 PP 上 相等 ,那么 就 称 下 和 G 在 入 上 弱 等 ,并 记 
为 FAG, 其 中 “之” 表示 等 式 在 T, PRL WREE, ERFEAG 
相等 外 ,它们 的 梯度 在 局 上 也 相等 ,那么 就 称 下 和 G 强 等 ,并 记 
A FG. -BFTF 0 的 畏 数 Fl(g,p),F 之 0, BB A F^ 必 强 等 
T 0.B] F*(q,p)70. RJ] Hl 885 Sp BE , 23 98 Hamilton 系统 正则 方程 
(1-1-24) 式 又 可 与 为 
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9 Ae —— d LI (1-1-25a) 


(1-1-25b) 


Æ (1-1-24a X B 245 ; — R 3-1, sn 时 ,等 式 自动 满足 . 因为 

ie 一 0 

à p, 
& (1-1-240 XX n] 452g C1-1-250 XX. EG 8E C1-1- 180 X FL C1-1-250 3X HJ 
见 Lagrange ÆT A GORB XE T BL CI-1- DX "POR FE HB 9^ G). 


$12 第 一 类 约束 与 第 二 类 约束 


对 含有 初级 约束 (1-1-10) 式 的 系统 ,系统 的 运动 应 该 始终 保 
持 在 由 约 东 (1-1-10) 式 决定 的 相 空间 中 的 超 曲 面 ,上 .约束 随时 
闻 的 演化 应 是 稳定 的 . 治 约 束 系 统 运 动 的 轨 线 ,其 初级 约束 灾 的 
时 间 微 商 应 为 0. 对 (1-1-10) 式 关于 时 间 上 求全 微 商 ,并 利用 
(1-1-21) 式 ,初级 约束 加 应 满足 如 下 自治 性 ( 相 容 性 ) 条 件 : 

H = (8, Hr) = (H, H.) XH) =0 (1-2-1) 
(1-2-1) 式 可 视 为 确定 9.p 和 乘 子 4 的 代数 方程 , (1-2-1) 式 可 能 会 
出 现 以 下 几 种 情况 ; 

第 一 ,得 到 平凡 的 等 式 !; 


第 二 ,得 到 两 端 不 相等 的 不 自治 结果 ,这 种 情况 的 出 现 , 表 明 
原 有 的 Lagrange 量 会 使 得 Euler-Lagrange HAT ARA; 
第 三 ,可 以 解 出 某 些 Lagrange RTF 2^; 
第 四 ,给 出 一 些 新 的 独立 于 (1-1-10) 式 的 g、p 间 的 约束 关系 ， 
下 面 分 析 后 两 种 情况 . 
RUR ARE Poisson 插 号 组 成 的 矩阵 其 行列 式 不 为 0, 即 
det|(42,85) | p, Æ 0 (1-2-2) 
EnA KRF a^ 可 由 (1-2-1) 式 解 出 ,于 是 (1-1-20) 式 中 的 总 
Hamilton & 
Hy = H, — {pp} I. H.) (1-2-3) 
X rb (90,45) FCR RR PE (90,45) 100 3X PEG. 总 Hamilton 量 中 不 
再 含 任意 函数 ,已 被 完全 确定 . 
如 果 det| (42,453 19,0, MEREL (22,05) He Ar SRI. E 
rank| (25,251 | | po = k 
(k <m — n — R) |. (4-2-4) 
ELT O-2-D AUS m — k CRT 六 未 确定 ,所 以 此 时 会 产生 新 的 约 
R. 事实 上 ,在 这 种 情形 下 方程 
ut $$$) |e- = 0 (1-2-5) 
有 m 一 & 个 非 平 庸 的 独立 解 wo) (91.2. m' — k). 用 uin ER 
(1-2-1) 式 可 得 
| utp iPas He — 0 (1-2-6) 
如 果 这 些 关系 式 不 恒 等 于 0, 就 表明 g、p 的 某 些 函 数 应 为 0, 即 可 
能 出 现 新 的 约束 .将 这 些 独立 于 初级 约束 的 新 约束 称 为 次 级 约束 . 
次 级 约束 是 由 初级 约束 的 相 容 性 条 件 导出 的 ,得 到 次 级 约束 时 , 利 
用 了 系统 的 运动 方程 (与 得 到 初级 约束 情形 不 同 ). 由 次 级 约束 随 
时 间 的 稳定 性 (次 级 约束 的 自治 性 条 件 ) 又 可 导出 新 的 次 级 约束 ， 
等 等 , 对 有 限 自 由 度 系 统 ,这 种 次 级 约束 相 容 性 条 件 经 过 有 限 次 步 


8 


JR Ji » SAP BET EMRA RT . A E KOK 18: EJ UX 2C AR A 
T iu y 

& = (i Hr} (G—10)52,-) (1-2-7) 
直至 

$2 = Hr) = cu (Ex m) (1-2-8) 
为 止 .这 就 是 Dirac-Bergmannok 4j F Lagrange 量 系统 约束 的 算法 . 
记 全 体 独 立 的 约束 (包括 初级 约束 办 和 所 有 次 级 约束 $02 

d.(q,p)^20 (a= 1,2,.,]) (1-2-9) 
由 于 约 东 条 件 (1-2-9) 式 ,系统 的 运动 被 限制 在 相 空 间 中 一 个 维 数 
EF 局 的 超 曲 面 M D.C1-2-90 X AC Jn Ca 02 1a 0. 假定 所 有 
约束 对 超 曲 面 M 是 不 可 约 的 , 即 在 M 上 为 0 的 任 一 个 9g 和 Zp 的 
P R B3 n] 3E ZR 29. J 的 线性 组 合 ,其 组 合 系数 可 以 是 9g 和 zp B5 98 
EX. 按照 Dirac 的 处 理 , 把 表达 为 gq.p 晴 数 的 力学 量 玉 (g,p) 分 为 
两 类 ,与 每 个 约束 的 Poisson 15-45 $559 5; T 0 的 量 称 为 第 一 类 量 ， 
即 第 一 类 力学 量 下 适合 


(Fla, p), pa? a 0 (1-2-10a) 
根据 约束 不 可 约 假 设 , {FF,y) 具 有 
UE.) = Rude (1-2-10b) 


的 性 质 .不 属于 第 一 类 的 量 就 称 为 第 二 类 量 .可 以 证 明 ,两 个 第 一 
类 量 的 Poisson 括号 也 是 第 一 类 的 2. 按 约 东 在 Poisson 括号 下 
的 性 质 ,所 有 约束 都 可 分 为 两 类 ,一 个 约束 同时 是 第 一 类 量 的 称 为 
第 一 类 约束 , 即 第 一 类 约束 炭 适 合 
esa) ~ 0 (1-2-11) 

否则 , 称 为 第 二 类 约束 . 

因为 约束 的 线性 组 合 仍 然 存 在 约束 关系 ,因此 可 以 证 明 , 一 个 
约束 的 任意 集合 存在 一 个 等 价 的 约束 的 集合 . 这 个 集合 既 含 第 一 
类 约束 又 含 第 二 类 约束 523. 这 样 通过 适当 的 线性 组 合 ,使 尽 可 能 
多 的 约束 归于 第 一 类 约束 . 对 第 二 类 约 东 0.(g,p) 来 说 ,有 


det | (8,0; | y Æ 0 (1-2-12) 
的 关系 .事实 上 ,假设 (1-2-12) 式 不 成 立 , 那 么 方程 组 

u (02 一 0 (1-2-13) 
就 有 非 零 解 v. 于 是 有 

{Ww0:,0;} lu = 0 (1-2-14) 
这 时 xb 应 当 属 于 第 一 类 约束 ,与 假设 矛盾 . 

因为 第 二 类 约束 之 闻 的 Poisson 括号 (8,0;} 是 一 个 反对 称 矩 

EE. dE SEP ER GE EE II BT 4S D f EC. 因此 ,第 二 类 约束 的 个 数 
必 为 偶数 . 此 外 ,根据 第 二 类 约束 0; 的 相 容 性 条 件 , 则 有 


bw 一 (8 Hx) lu — tb H} luta (0,0) ]u—0 — (1-2-15) 
利用 第 二 类 约束 性 质 (1-2-12) 式 ,可 以 发 现 五 T 中 与 第 二 类 约束 0 
HE AR Lagrange 乘 子 在 MM 上 是 完全 确定 的 . 


$ 1-3 运动 方程 Dirac H5 


将 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ,可 把 力学 量 随时 间 的 
演化 (1-1-21) 式 化 为 男 外 的 形式 , 亦 即 可 将 系统 的 运动 方程 写 为 
男 一 种 形式 . 通过 Dirac 括号 把 约束 Hamilton 系统 的 经 典 运动 方 
程 表达 得 更 简洁 . 在 该 系统 的 量子 化 中 ,Dirac 括号 占有 重要 地 位 . 
从 经 典 理 论 过 渡 到 量子 理论 是 通过 Dirac 括号 来 实现 的 . 
由 约 东 的 线性 组 合 , 使 尽 可 能 多 的 约束 属于 第 一 类 约束 . HE 
级 第 一 类 约束 记 为 A, 0, 初 级 第 二 类 约束 记 为 6, <:0; 次 级 第 一 
类 约束 记 为 AL 0, 次 级 第 二 类 约束 记 为 & :0. 即 所 有 第 一 类 约 
TRI SR — 28 29 98 47 31 
A, = CA, AL) 20 (1-3-1) 
Os = (0,,06,)00 (1-3-2) 
ik FE AE zs E P E DUI E EE Y eR F Ca p) B 8 [8] 00 AE Y 
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(1-1-21) 式 可 写 为 


Ea E, Hr) — F,H. + AR) e 


(FH) + {FA} ROSEO) 0-3-3) 
将 约束 的 自治 性 条 件 分 别 用 于 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ,就 有 


dA 

u^ (A,,H.! ax 0 (1-3-4) 
dà l 

d; Az {r H.] + A^ (0,0, | ^0 (1-3-5) 


(1-3-4) 式 中 不 含 与 初级 第 一 类 约束 相 联 系 的 Lagrange RTA 
WE Oan (GO) ,这 表明 此 乘 子 是 不 确定 的 . 未 确定 的 乘 子 数目 等 于 
初级 第 一 类 约束 的 数目 . 由 (1-3-5) 式 可 以 完全 确定 与 初级 第 二 类 
约束 相 联 系 的 约束 乘 子 心 人 ). 为 此 ,以 第 二 类 约束 果 数 的 Poisson 
括号 为 元 素 构 成 的 矩阵 为 


(6, Ou) {0 0,)} 
c- la md | "m 
iB EE C IpiExXiBEMEC CC -—4. HB EDU A 
Cw Cpp 一 Oo (1-3-7) 
Hi (1-3-5), 1-30 X18 
Ah 之 一 Ch 0, H.) (1-3-8) 
类 似 地 由 (1-3-5)、(1-3-7) 式 ,又 可 得 
c, (05, H.j 02 0 (1-3-9) 
将 解 出 的 入 代入 (1-3-3) 式 ,有 
OP. (F,H) HAEA) — 
c,» (Oy HL CF ,0, ] (1-3-10) 


(1-3-10) 式 还 可 表示 为 更 对 称 的 形式 . HE, 0,23 C1-3-90 AHX 
b, 求 和 ,将 所 得 结果 加 在 (1-3-10) 式 的 右 端 可 得 运动 方程 , 即 


li 


ENP HIRAM) 
cys (Oss H.} CF ,0,] (1-3-11) 
可 见 , 运 动 方 程 (1-3-11) 式 中 出 现 了 初级 第 一 类 约束 和 所 有 的 第 
二 类 约束 .其 中 与 初级 第 一 类 约束 相 联 系 的 约束 乘 子 1 是 完全 不 
确定 的 . 
引入 Dirac 括号 ,可 将 运动 方程 (1-3-11) 式 表示 为 更 简洁 的 形 
式 . 设 玉 和 G 是 正则 变量 的 函数 .下 和 G 的 Dirac 括号 定义 为 
(Cj 三 CO 一 人 本人 0 (1-3-12) 
式 中 :1。,。) 代 表 Poisson 插 号 ;6 为 第 二 类 约束 , 利用 Dirac 括 
号 ,运动 方程 (1-3-11) 式 可 写 为 
Fa XF, A} + F.H, — (1-3-13) 


W FAA g 和 p: 时 ,(1-3-13) 式 就 给 出 约束 Hamilton 系统 正 
则 方程 的 另 一 种 形式 . 如 果 系 统 不 含 第 一 类 约束 ,对 仪 含 第 二 类 约 
束 的 系统 , 则 其 运动 方程 为 


Fæ (F.H, (1-3-14) 
Dirac 括号 具有 Poisson 括号 相似 的 性 质 , 即 
性 质 1 (F,G]p— — (G,Fip (1-3-15) 
性 质 2 ({F,aiGit+a:G:}o=a (F ,G}ota: F ,G;]p 

Caisa: 为 常数 ) (1-3-16) 


性 质 3 {F GiG} = {F ,Gi}p G: +G iF ,Gip (1-3-17) 
性 质 4 当 不 存在 第 二 类 约束 时 ， 


(E .Gjp = (F,G) (1-3-18) 
性 质 5 (FS Fo Fs }ot GF Fi, Filo 
FS Fo, Fijp-0 (1-3-19) 
性 质 6 对 任 一 函数 elp) I 
(g(q.po,0,)p— 0 (1-3-20) 
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AF 0; 为 第 二 类 约束 . 
性 质 7 当 f(g,p) 为 第 一 类 量 时 ， 
(Jogio ™ A (1-3-21) 
性 质 8 当 (49;} 被 它们 的 全 部 独立 线性 式 {5;) 取 代 时 ,借助 于 
{建立 的 Dirac 插 号 与 用 i0;} 定 义 的 Dirac TRECE IN 
其 中 性 质 6 表明 ,在 Dirac 括号 下 可 直接 引用 第 二 类 约束 ,或 
者 说 ,第 二 类 约束 可 视 为 强 方程 . 
对 于 显 含 时 间 的 奇异 Lagrange 量 L(t1;g,9) 的 系统 ,其 初级 
约束 加 (1;g,pP) 也 可 能 显 含 时 间 t. RU) SR ADR I1 BI TEARS fF 
eH 0 -3-22) 
(1-3-22) 式 可 导致 新 的 次 级 约束 ,次 级 约束 的 自治 性 条 件 又 
可 产生 新 的 次 级 约束 ,等 等 . 所 有 约束 也 可 分 为 第 一 类 约束 A, 守 0 
和 第 二 类 约束 0,220. 它们 的 自治 性 条 件 分 别 为 


dA JA 

— Am a Í Zu -3. 

dr 3: -+ As He 70 (1-3-23) 
dê, 380 


uL JO: bi Zu 0d 
di^ gr 706,,0,)  (6,,H.) & 0. 13-24) 


EAA E [B] P ER T [8] 3] PR CF Gag. po fps 2h 7) fe 


AS (F A} 十 3^ (F,0,] (1-3-25) 
用 第 二 类 约束 函数 的 Poisson d E 49 m, 4B BE B9 xi 5B E 7c 2; 3E 
(1-3-24) 式 ,可 解 出 AX, 若 将 其 代入 (1-3-25) 式 ,并 将 结果 写 为 对 
称 形式 ,就 有 


dF aF 
d; ^3; TF Het MESA, — 


(F „y ded | 5, H.) 十 了 | (1-3-26) 
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显 含 时 间 的 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 为 


2 9H, „3A 30, , 30, 

f AT tE o T |. H.) 十 | (1-3-27a) 
oH. a 9 A, 3 Q, —1 a 6, 

Pi ~ EPI m An dq 十 Jg (s He) 十 ^: | 


(1-3-27b) 
其 中 与 初级 第 一 类 约束 相 联 系 的 Lagrange RT 入 是 未 确定 的 . 


3 1-4 ”第 一 类 约束 和 规范 变换 


现 考察 约束 的 自治 性 方程 对 Lagrange 乘 子 的 限制 . 设 系 统 所 
含 的 初级 约束 为 El 20220(2 1,2, n — ROW ER £A ON 2 
(q, p)220(p721,2, *** ,NN), 将 初级 约束 和 次 级 约束 一 起 记 为 d; 
(42,80 ,pi(q,p) 220Cj 7 1,2, nn REN). 由 约束 的 自治 性 条 
件 , 有 
(Jj, H.) + 1b, 4, = O (1-4-1) 
在 (1-4-1) 式 中 指标 j 取 那 些 不 致 于 使 (1-4-1) 式 恰 为 约束 方程 的 
情形 ,这 样 (1-4-1) 式 就 是 一 组 系数 入 应 满足 的 方程 .假设 乘 子 心 
是 未 知 的 ,下 面 讨论 这 组 方程 的 解 .方程 (1-4-1) 式 是 关于 的 非 
齐 次 线性 方程 ,其 系数 是 g 和 p 的 思 数 .方程 (1-4-1) 式 的 通 解 为 
X = X*(q,p) +E WYE, p) (1-4-2) 
AP: X (op) 为 方程 组 (1-4-1) 式 的 特 解 372 (4 0 89 JE FE C(0-4- D 
式 对 应 的 齐 次 方程 组 的 通 解 , 即 
Yo {Pipa —0 (1-4-3) 
(1-4-2) 式 中 ,系数 名 (a' — 1,2, A <n— ROS RS] [8] 2 B8 4E 
X eR C. 系数 名 的 数目 通常 小 于 系数 驴 的 数目 . 将 (1-4-2) 式 代 人 
总 Hamilton Æ H4 中 ,可 得 
H4 = H, + Api = H' + E&E gy (1-4-4) 


l4 


式 中 


H' = H, + X (1-4-5) 
$, = Y? 办 (1-4-6) 

NFE Fq, p) B& E [8] TRE 1 10] 35 81] 73 f 
Fæ (F,H«4) (1-4-7) 


aj A, a Lagrange 量 系 统 的 正则 形式 和 正规 Lagrange & 
系统 有 一 个 显著 的 不 同 之 处 , 即 在 给 定 初始 条 件 后 ,奇异 La- 
grange 量 系 统 的 正则 方程 的 解 中 出 现 了 含 时 间 的 任意 函数 名 (4). 
不 难 证 明 ,(1-4-4) 式 中 的 量 下 和 6,3 9 56 — 38 p, 
少 ' 为 初级 约束 的 线性 组 合 . iX FÉ GR Hamilton & 
H4 = H! F Epy (1-4-8) 
就 由 第 一 类 Hamilton & 五 ' 和 第 一 类 约束 $, 26 1. 运动 方程 的 解 
中 出 现 含 时 间 任 意 函 数 的 数目 ,恰好 等 于 独立 的 初级 第 一 类 约束 
的 数目 ,t= 二 0 时 初 值 为 的 力学 量 Fl(q,p) 经 过 如 B] [8] $9 A, 
其 值 为 
F()=F, + Ft = F,-4-(F,H4)8t = 
Fo + CF ,H'j + & {F , pe pòt (1-4-9) 
式 中 系数 名 是 完全 任意 的 . 系数 名 选取 不 同 的 值 , 可 得 到 不 同 的 
F(),BW 23 | 
AF (t) = Òt — £&)(F,9,) —e"(F,d) (1-4-10) 
其 中 e^ = aE 一 名) , 即 是 说 ,选取 不 同 的 E , 相 应 于 FGURFEG) 
之 间 进 行 了 一 个 无 穷 小 正则 变换 . 由 此 可 见 , 初 级 第 一 类 约束 go 
是 无 穷 小 正则 变换 的 生成 元 ,它们 导致 了 正则 变量 g 和 p 的 改变 ， 
但 这 种 改变 不 影 啊 物 理 态 . 
考虑 相继 进行 两 个 正则 变换 , 先 做 一 个 生成 元 & 和 的 正则 变 
H ,然后 再 做 一 个 生成 元 wf 的 正则 变换 ,最 后 得 到 
F= Fe{F,$} to (F, + 
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& {Fg} ,gb HOE) + Oco?) (1-4-11) 
将 上 述 两 个 正则 变换 次 序 反 过 来 做 , 则 得 到 


F = F, 十 w {F,r} + ES 
W (F,$).d,) + OC) + OC) (1-4-12) 


由 (1-4-11)、(1-4-12) 式 之 差 , 有 
AF = er wr ( (AF ,py spe? (UE A 1223 (1-4-13) 
fil Fl Poisson 括号 的 Jacobi 恒等式 ,可 得 


AF = &w'(F,(b$,, o) (1-4-14) 


nf JW, {ha ,g 也 可 作为 无 穷 小 正则 变换 的 生成 元 , 它 所 生成 的 变换 
不 影响 物理 态 . 约束 办 是 第 一 类 的 ,它们 的 Poisson 插 号 纶 等 于 0. 
两 个 第 一 类 量 的 Poisson 括号 也 是 第 一 类 的 引 , 即 {#6 ,pr} 为 第 一 
类 约束 ,此 第 一 类 约束 不 仅 可 是 初级 第 一 类 约束 ,也 可 是 次 级 第 一 
类 约束 . 从 (1-4-14) 式 可 推测 ,所 有 第 一 类 (初级 和 次 级 ) 约 束 均 可 
作为 正则 变换 的 生成 元 ,它们 生成 的 变换 不 改变 物理 态 . 这 就 是 著 
名 的 Dirac 38 48 7. 当 系 统 不 含 第 二 类 约束 时 ,可 以 证 明 , 所 有 第 
一 类 约束 (初级 和 次 级 ) 均 为 正则 (规范 ) 变 换 独 立 的 生成 元 ,它们 
产生 的 变换 既 不 改变 系统 的 状态 ,也 不 影响 规范 不 变 的 量 "- 
这 样 ,规范 变换 的 生成 元 一 般 可 以 写 为 


GG;q. p) = SJA, p) (1-4-15) 


式 中 :h(a 二 1,2,…, 民 1) 为 所 有 第 一 类 约束 ,包括 初级 第 一 类 约 
束 和 次 级 第 一 类 约束 ;e" 4) 为 任意 的 无 穷 小 盟 数 . 

现在 回 到 (1-4-4) 式 ,出 现在 矿 + 中 的 如 为 初级 第 一 类 约束 ， 
它 是 规范 变换 的 生成 元 . 如 果 Dirac 猜想 成 立 , 所 有 第 一 类 约束 均 
是 规范 的 生成 元 ,因而 次 级 第 一 类 约束 Xs 也 应 加 入 到 Hamilton 
E Hr 中 . 对 于 仅 含 第 一 类 约束 的 系统 , 设 所 含 的 初级 第 一 类 约束 
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为 $(a—1,2,-:,n— R).IK SR SS — 2E £^] LJ X4CA7— 1,2, , B). 
系统 的 运动 方程 应 该 由 扩展 Hamilton & 


He= H' + XP + = HXA (1-4-16) 

Sg. Hop A'GOGI u^ GO 4E3€ Lagrange RF, wr A, 
u^. 系统 的 正则 方程 为 

9 = ig. Hy) (1-4-17a) 

b: = (pi, He) (1-4-17b) 


对 于 仅 含 第 一 类 约束 的 系统 ,由 于 (HL) 00, A Q1-4-5) RT A 
H' —H.. 


考虑 由 He 决定 的 正则 作用 量 


Tlg pà] = farca d — He) (1-4-18) 
在 第 一 类 约束 A 生成 的 变换 
0g! = E° (t) {gq', Aa) (1-4-19a) 
Op, = E) (pb. A) (1-4-19b) 
下 ,作用 量 产 的 变 分 在 (1-4-19) 式 变换 下 ,有 
4 
óCpi d) = EA, T "IL 2 5, P: A.) | 
由 于 (1-4-5) 式 中 的 已 为 第 一 类 量 ,根据 第 一 类 约束 的 性 质 , 有 
UH' A; = A, (1-4-20) 
{Aas Ag) = cos 人 (1-4-21) 
其 中 cs 和 :co 可 以 是 正则 变量 的 函数 .在 (1-4-19) 式 变换 下 ,有 
Hg = (ec’ + Arefe) A, +H 64A, (1-4-22) 


由 作用 量 Ie 4ECI-A-190 XXE PR. P B AR AE TE 07e —0, n] 25 h RT 
变换 规则 , 即 


DA — &* — efcs + A etc, (1-4-23) 


$15 规范 变换 的 生成 元 


Dirac 的 广义 正则 形式 ”在 广泛 的 物理 领域 中 占 重要 地 位 ， 
特别 是 在 规范 场 论 中 其 重要 性 尤为 突出 i. 虽然 对 约束 系统 的 
Dirac 理论 及 其 应 用 的 研究 已 取得 了 相当 的 进展 ,但 是 关于 该 理论 
中 的 某 些 基 本 问题 ,一 直 不 断 有 所 讨论 中 ， 

当 约 束 Hamilton 系统 的 所 有 第 一 类 约束 给 出 后 , 按 Dirac 的 
处 理 , 这 些 第 一 类 约束 的 线性 组 合 可 构成 系统 规范 变换 的 生成 元 . 
将 其 应 用 于 杨 -Mills 理论 需要 人 为 地 调整 线性 组 合 的 系数 ,使 其 
与 Lagrange 形式 的 杨 -Mills 势 的 规范 变换 一 致 ", 这 表明 出 现在 - 
由 第 一 类 约束 线性 组 合 而 得 的 规范 生成 元 中 的 组 合 系 数 不 能 是 任 
X Bj. Castellani 提出 了 一 种 构造 规范 生成 元 的 方法 一 ,其 中 与 第 
一 类 约束 所 联系 的 系数 间 的 关系 实际 上 是 预先 给 定 的 . Costa 
等 566 和 Saito 等 0 也 讨论 了 该 问题 .Galvao 和 Boechat WR T 
第 一 类 约束 的 线性 组 合 构 造 的 规范 生成 元 中 ,相应 的 组 合 系数 之 
间 应 适合 的 关系 ,为 了 得 到 这 些 基 本 结果 ,在 文献 [19j 中 仅 赁 一些 
实例 人 为 地 丢掉 了 其 中 一 项 ,这 样 做 的 理由 显然 是 屎 充分 的 .这 里 
给 出 较 严 格 的 讨论 ， 

从 规范 生成 元 所 产生 的 规范 变换 后 的 “ 轨 线 ”与 变换 前 的 “ 轨 
线 ”适合 同样 的 运动 方程 出 发 ,可 以 得 到 规范 生成 元 应 满足 的 一 个 
充 要 条 件 ,; 从 而 可 求 出 系统 规范 变换 的 生成 元 . 

有 限 自 由 度 奇 异 Lagrange 量 ,动力 系统 在 相 空 间 中 的 演化 用 
IE I| 4: (a, p) (0 — 1,2, * 2) 来 描述 .由 于 Lagrange EE A 
性 ,在 相 空 间 描 述 该 系统 ,正则 变量 间 存 在 约束 .假设 所 有 约束 均 
为 第 一 类 约束 ,系统 的 动力 学 方程 由 (1-1-18) 式 给 出 . 

设 无 穷 小 规范 变换 为 
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AG) = XQ) 4-920) 
q'G) = aA) + 8g CE) (1-5-1) 
pi = p: + 8p.) 


假设 变换 前 的 “ 轨 线 与 变换 后 的 “ 轨 线 " 均 满 足 同 样 的 正则 方程 
(1-1-18) 式 .对 变换 后 的 “ 轨 线 ?方程 关于 小 量 Sq 、6 9g'、6p;、S p^ 和 
0A" 展开 ,并 利用 方程 (1-1-18) 式 准确 到 一 级 小 量 ,得 5 

oHr 》 jw 二 -ar DT 


Gd = q! 8p, 3 p, à 5, Óp; (mod $a) (1-5-2a) 
; d 五” ; 9 ? H4 o uu 
b, —— 3p ag € — gp ag Pp (nod f (1-5 2b) 
EI 十 M Ôp: = 0 (mod #) (1-5-2c) 


H H $2 — 0C(mod DR AEDSATEREL. SX 办 二 0 成立. 
(1-5-2) 式 给 出 了 变换 后 “ 轨 线 ”满足 规范 不 变 的 充 要 条 件 . 

在 规范 场 论 中 ,规范 变换 含 任 意图 数 及 其 微 商 .考虑 正则 变量 
的 变更 是 由 相 空 间 生 成 元 G(g',p;) 产 生 , 所 以 G 的 一 般 形式 为 


G = VOG, = = Y 099G, (1-5-3) 


k—0 


X Hh, D=d/dt; =DP e(t), HH OHER e. E G 产 
^E B g' GO (DO 的 变换 为 


| m | m G 
dg — WP (quG,) — Ve 了 (1-5-4a) 
k—0 下 一 站 Pi 


— $ k) _ (k) 2G, LR. 
85, — De (b G} = 2, jg (1-5-4b) 
将 (1-5-4) 式 代入 (1-5-2) 式 ,由 于 e(G) 的 任意 性 可 得 
35 (Gu Hr +G) =0 (mod#g) (1-5-5a) 


jg (Go Hi +G) 一 0 (mod $) (1-5-5b) 
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(G,,8) —0 (mod $£?)  (1-5-5c) 
由 于 考虑 的 正则 变量 变 分 后 的 “ 轨 线 ? 仍 保持 在 约束 确定 的 超 曲面 
上 ,在 (1-5-5c) 式 中 ,对 所 有 次 级 约束 亦 应 满足 {Gu 灾 } 一 0, 其 中 家 
是 按 Dirac-Bergmann 算法 得 出 的 所 有 次 级 约束 . 因此 ,G, 可 取 为 
第 一 类 约束 .又 因 假 设 系统 仅 含 第 一 类 约束 ,在 (1-5-5a)、(1-5-5b) 
XB HAAHR, TEIHEA A 


{Go H} = 0 (mod 427) (1-5-6a) 
G,., + (G, H> = 0 (mod 多) (1-5-6b) 
G, —0 (mod 4?) (1-5-6c) 


递 推 关系 (1-5-6b) 式 也 可 以 从 下 述 考虑 得 到 , 即 规范 变换 保 
持 约 束 系 统 的 正则 方程 不 变 ,规范 变换 的 生成 元 G 应 是 守恒 
Bg 081, 


:dG 3G, B 
G= ç = Jt + (G, Hr} = 


> ,si + iG Hr) = 0 


| (mod $2) (1-5-7) 
式 中 Hr 可 用 五 . 替代 ,由 于 eQ) 的 任意 性 ,由 (1-5-7) 式 直接 可 
得 到 递 推 关系 (1-5-6b) 式 . 

m ELE, a LRA Gi 均 为 第 一 类 约束 ,Co 由 G 按 递 推 关 
系 (1-5-6b) 式 导出 ,并 且 Cw 必 为 初级 第 一 类 约束 . 从 每 一 个 初级 
第 一 类 约束 出 发 ,由 递 推 关系 (1-5-6b) 式 可 得 到 一 连 串 的 Ge, 直 到 
Co 为 止 ; 也 就 是 说 ,达到 由 这 个 递 推 关 系 所 产生 的 约束 ,与 H. 的 
Poisson 括号 在 初级 约束 确定 的 超 曲面 上 等 于 0 时 为 止 . 对 每 一 个 
初级 第 一 类 约束 都 按 上 述 步骤 求 完了 所 有 的 G 链 , 按 (1-5-3) 式 
就 可 得 到 系统 的 规范 生成 元 .不 过 ,在 这 个 G 链 中 不 包含 所 谓 Y- 
型 约束 "(即将 约束 X" 2:0, 22 E 4623 x00 的 情况 ). 

X RA [19 中 研究 了 由 第 一 类 约束 线性 组 合 构成 规范 生成 元 
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时 ,其 组 合 系数 应 满足 某 微 分 方程 组 . 为 了 得 到 该 方程 组 ,作者 在 
文献 [19 中 丢掉 了 该 文中 (3-8) 式 左 端 最 后 一 项 ,这 是 欠 严 格 的 . 
这 里 给 出 了 一 个 证 明 -2. 设 系统 所 含 的 独立 约束 为 第 一 类 的 , 初 
级 第 一 类 约束 为 $(R—1,2, K OL IK CR — 3S ROS X, 1, 
2, Li). T€ Dirac 的 处 理 , 规 范 生 成 元 可 表示 为 

G = wy 4-808 (1-5-8) 
规范 变换 的 生成 元 应 满足 的 充 要 条 件 为 天 


+ (G, H1} = 0, (G,f) —0 (mod #) (1-5-9) 


将 (1-5-8) 式 代入 (1-5-9) 式 ,得 


d ! 
d^ c oa T € B,X, = 9 (mod $) (1-5-10) 


AP a, p. E 

UG Ho) = mXms ipes HO) = BuX, (nod $) (1-5-11) 
由 于 约束 六 的 线性 无 关 人 性 ,可 由 (1-5-10) 式 得 到 规范 生成 元 中 组 
合 系数 应 满足 的 微分 方程 组 , 邑 


i X 
2 十 ea, + ehua —0 (mod $) (1-5-12) 


这 样 就 正确 得 到 了 文献 L19 | 中 的 基本 结果 . 不 难 验 证 , 按 (1-5-3)、 
(1-5-6) 式 确定 的 生成 元 与 按 (1-5-8)、(1-5-12) 式 确定 的 生成 元 的 
结果 是 一 致 的 . 


3 1-6 固定 规范 


具有 第 一 类 约束 的 系统 随时 间 的 演化 可 分 为 一 些 等 价 类 . 同 
一 类 中 任何 两 条 “ 轨 线 "可 以 通过 规范 变换 彼此 联系 起 来 .为 了 刻 
画 类 空间 ,就 必须 确定 类 中 的 成 员 , 为 此 通过 引入 一 些 附加 条 件 来 
实现 .看 仅 考 虑 此 附加 条 件 中 含有 9、z 的 情况 (〈 称 正则 规范 )， 则 
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此 附加 条 件 可 写 为 
NQ. = Qq p) 20 (a= 1,2,.,K,) (1-6-1) 
通常 将 此 附加 条 件 称 为 规范 条 件 或 辅助 条 件 . 
设 Pa ADRAR 中 的 一 条 “ 轨 线 ”, 经 规范 变换 后 的 
“ 轨 线 ?为 
qE) —qG) t 840). 
PO) = p) + Sp) (1-6-2) 
ÀG) = AQ) + 8A) 
(1-6-2) 式 仍然 是 在 类 C 中 . 当 每 个 类 中 的 一 条 “ 轨 线 ”满足 
(1-6-1) 式 ,但 
Q,.(q,5)5€60. (a — 1,2,, K) (1-6-3) 
这 时 规范 就 完全 固定 了 .因此 ,规范 的 选取 将 破坏 规范 自由 度 . 下 
面 进一步 说 明 这 个 问题 .假使 系统 随时 间 的 演化 由 扩展 Hamilton 
E H: 决定 , 且 HE—H'T AA HB AB BUR 58 — 28 £33 ]R I. 
系统 初始 时 刻 +==to 的 位 形 处 于 约束 所 决定 的 超 曲 面 Tc 上 ,其 后 
时 刻 =t 系统 的 位 形 仍 位 于 Tc 上 ,但 由 于 义 (2) 的 选取 不 同 , 正 
则 变量 (g,p) 可 以 达到 不 同 值 . 这 些 不 同 的 (g,p),(g',p'),(g”， 
p"),…, 均 属于 同一 物理 态 .这样 在 Tc 上 的 所 有 点 之 间 就 出 现 了 
一 些 等 价 类 , 即 如 果 两 点 间 可 由 生成 元 所 产生 的 规范 变换 彼此 联 
系 , 那 么 这 两 点 就 属于 同一 个 类 C. 为 了 描述 此 相 空 间 , 可 以 在 每 
个 类 C 中选 一 个 成 员 , 通 过 引信 进一步 的 约束 la po 020 来 实 
现 , 但 这 个 约束 附加 条 件 不 是 来 源 于 系统 的 Lagrange 量 的 性 质 . 
为 了 固定 的 值 ,应 使 所 选取 的 附加 条 件 ( 或 规范 条 件 ), 均 能 将 
第 一 类 约束 转变 为 第 二 类 约束 .于 是 规范 条 件 L~ 应 适合 
det | (2, ,A,)| = det [Gaw | 70 | (1-6-4) 
按 (1-6-4) 式 选取 规范 条 件 后 ,所 有 约束 均 化 为 第 二 类 约束 ， 
从 而 可 确定 相应 的 Lagrange 乘 子 .规范 约束 的 自 洽 人 性 条 件 是 
029 {R Hg) = (Q,,H') +A (0,,A,) (1-6-5) 


22 


根据 (1-6-4)、(1-6-5) 式 可 求 出 
A a~ (G7) {fH') (1-6-6) 
Rf V, , 4H s [B] rP ££ — FC F Ca. pO BÉ E] [8] B3 A £0 A 
Fœ{F, He) -F,H') — IF, AX (G Dæ (Qo H'} (1-6-7) 
ibid Gaw = 1A as Du M ga = Ao NO A BS 5B — 3S 28 R LL 3. A 
FR ,同时 注意 到 A 的 性 质 , 则 (1-6-7) 式 又 可 写 为 


Fæ (F,H') — (F4 (Ga) (o ,H') (1-6-8) 
亦 即 
Fæ (F.H! )5 (1-6-9) 
XT US 88 —38 AR IMSSLUIT —HO.8t8931 397; f2 Jy 
g ~ (gH.}p (1-6-10a) 
bieibpoHd,e (1-6-10b) 


可 见 , 对 第 一 类 约束 引入 规范 条 件 后 ,其 运动 方程 与 仅 含 第 二 类 约 
束 系 统 的 运动 方程 形式 一 样 . 

以 上 对 规范 条 件 的 选取 仅 适 用 于 (1-6-1) 式 中 不 售 Lagrange 
3e T (zt) 的 情形 . 也 就 是 说 ,排除 了 电磁 场 中 协 变 规范 和 时 性 规 
范 A'—o 的 情况 (因为 A 起 着 Lagrange R T- 89 fE HD. Fradkin 
及 其 合作 者 不 仅 对 协 变 规 范 的 量子 化 进行 了 一 系列 研究 -55 ,还 
对 量子 水 平 的 结果 与 规范 条 件 的 选取 无 关 进 行 了 讨论 . 
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正则 对 称 性 


对 称 性 的 研究 在 物理 学 中 占 重要 地 位 ,传统 的 关于 系统 对 称 
性 的 分 析 是 在 位 形 空间 给 出 的 . 动力 系统 的 量子 化 通常 由 正则 变 
量 来 实现 .系统 在 相 空 间 中 具有 的 对 称 性 的 人 研究 ,在 量子 理论 中 有 
香 基 本 的 意义 .这 里 先 讨 论 约 东 Hamilton 系统 的 经 典 正 则 对 称 
性 . 系统 在 相 空 间 中 的 整体 对 称 性 (不 变性 ), 导 致 了 正则 形式 的 
Noether 定理 ; 相 空 间 中 的 定 域 不 变性 ,导致 了 正则 形式 的 
Noether 人 恒等式, 定 域 不 变 的 系统 必 含 Dirac 约束 ,为 约束 Hamil- 
ton 系统 . 从 分 析 正 则 作用 量 的 变换 人 性 质 出 发 ,导出 了 显 含 时 间 的 
约束 Hamilton 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,前 明了 该 不 
变量 与 约束 Hamilton 系统 正则 方程 的 等 价 性 ,并 以 相 空 间 
Noether 定理 和 Poincare-Cartan 积分 不 变量 为 工具 ,指出 了 Dirac 


$2-1 整体 正则 对 称 性 (正规 Lagrange É) 


众所周知 ,经 典 的 Noether 定理 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 ， 
这 个 定理 在 分 析 物 理 系统 的 对 称 性 所 决定 的 守恒 量 中 起 者 重要 作 
用 .一 个 自然 的 问题 是 :将 位 形 空间 的 Lagrange 量 过 渡 到 相 空 则 
时 ,从 相 空 间 中 系统 的 对 称 性 如 何 确定 其 相应 的 守恒 量 , 这 里 来 讨 
论 这 个 问题 . 考虑 相 空 间 中 系统 的 整体 变换 性 质 , 可 以 得 到 相 空 间 
的 Noether 定理 . 它 与 通常 基于 Lagrange 体制 在 位 形 空间 中 的 
Noether 定理 的 不 同 特点 是 :分 析 该 系统 在 相 空 间 中 的 对 称 性 质 ， 
可 由 相 空 间 中 的 Noether 定理 导出 其 相应 的 守恒 量 ,而 这 种 相 空 
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间 的 对 称 性 质 ,在 位 形 空间 中 往往 又 不 明显 呈现 出 来 . 下面 将 举例 
说 明 这 种 情况 . 先 讨 论 正规 Lagrange 量 系 统 . 
现 考虑 相 空 间 中 的 无 穷 小 变换 : 
t —> t =t + At =t + er(;g,p) 
qG) —> q" G') S E T Aq'ü = 
q'G) 十 e£ (0,9, p) (2-1-1) 
pit) — pi Œ) = pi(t) + Ap: 0) = 
pi) 十 gsp) 
式 中 :s AAi T AERAR Gg p) E Gq p) M g 
(t;q,p) 为 变换 的 生成 函数 ,并 将 (2-1-1) 式 称 为 整体 变换 . 设 在 
(2-1-]1) 式 变换 下 , 相 空 间 中 正则 作用 量 的 变更 为 


AJ? = NA (t 5g! sp Jdt 一 | 1G 5. pdt — 


2 d 
eJ q; V a» pat (2-1-2) 
X rH 
LG) = LI?(tq,p) = pid — HiCp,q) (2-1-3) 
d = f tq, p) (2-1-4) 
在 (2-1-1) 式 变换 下 ， 
dz’ d u , 
d; ] 十 3; 690 = ] + eT (2-1-5) 


H (2-1-2), (2-1-5) 7J 48M] 


AT 二 for (dt + [OA — 


j; e Ad (2-1-6) 
式 中 :6 代表 等 时 变 分 ;SL GO BER] :1 不 发 生 改 变 时 LP 的 变更 ， 
即 
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| szod= | 0| 5; d! — H.G;q,p) ldt = 


f) 


(2-1-7a) 
式 中 


Sg = Aq —dAt Sp: — Ap; — bu 
d.. j 
将 式 中 的 p Dog 项 做 分 部 积分 ,得 
1 p uu É òl 
|ior oa = [lg] t [s; LEES di 
(2-1-7b) 


式 中 
SP . . 83H, èP . aH, 


——— 


ps 


Sg’ — Pi Jg , 85, — q 9p, (2-1-8) 
将 (2-1-8) 式 代入 (2-1-6) 式 ,由 正则 方程 S/d — 0,81? /8p; — 0, 
可 得 


pq. + LAI — ef) = const (2-1-9) 
Bp 
p; — Hut — N = const (2-1-10) 
于 是 就 得 到 正规 Lagrange 量 系 统 相 空间 中 的 Noether 定理 :如 果 
在 (2-1-1) 式 变换 下 , 相 空间 中 系统 作用 量 的 变更 满足 (2-1-2) 式 ， 
那么 在 相 空 间 中 必 和 存在 系统 的 运动 守恒 量 (2-1-10) 式 ， 

守恒 量 (2-1-10) 式 不 会 (2-1-1) 式 中 的 7%, 这 是 因为 正则 共 思 

动量 p, GR tq OM ORRA, 

dg" da dg + edé 


r! 一 一 本- 一 一 一 2-1-11 
Wocd daara | ULP 

将 (2-1-11) 式 关于 小 量 e 展 开 , 可 得 
Ag" = e(& — qc) (2-1-12) 


因此 ,由 (C2-1-1)、(2-1-12) 式 可 知 ,1 g Ma sed c E SERE 
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D: Tcu d ™ mp a Fr re PEE "ER a 


bip, ARRETAREN p a), EREM, 
可 以 写 为 zx 和 ms. 
例如 : 


1 
-一 “十 二 IF 4? n ~ 


(Fa) 一 " (2-1-13) 


1 LL 2 B B 
H.(p,9) = ierra q“) (2-1-14) 


L = pq-- H. p.q) = DESI cq) 
(2-1-15) 
在 相 空 间 中 的 转动 变换 
p = pcosa — gsina ~ p — qóa (2-1-16) 
q' = psine + qcosa az póa + q 
FL 不 变 , 此 时 由 (2-1-10) 式 给 出 的 守恒 量 为 
[m + F (t) lg? = const (2-1-17) 
M. xx Ar £9] T 8 n] EUSEB S48 2s IB] PL? 在 变换 (2-1-16) 式 下 的 
对 称 性 ,在 位 形 空间 中 工 不 呈现 出 这 种 对 称 性 ,但 利用 相 空 间 中 
的 Noether 定理 可 导致 守恒 量 (2-1-17) 式 . 


$ 2-2 整体 正则 对 称 性 (奇异 Lagrange Bl) 


一 个 动力 学 系统 可 以 用 Lagrange 体制 来 描述 ,也 可 以 用 
Hamilton 体制 来 描述 . 对 于 正规 Lagrange 量 系 统 从 Lagrange 18 
XR il Aj Hamilton 描述 ,在 相 空 间 中 正则 变量 之 加 彼此 是 独立 
的 . 此 时 相 空 间 中 的 对 称 性 与 位 形 空间 中 的 对 称 性 之 间 的 等 价 性 ， 
在 文献 L4j] 中 已 讨论 过 .但 是 ,对 于 奇异 Lagrange 量 系 统 , 在 相 空 
间 中 正则 变量 之 间 存 在 固有 正则 约束 ,两 体制 间 描述 的 等 价 性 需 
另外 讨论 . 
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it EH) Lagrange EX L(q',q0G—1,2,: 20, Ki Hess 58 


J*L | 
阵 PL R «n. 利用 Legendre 变换 ,将 Lagrange 描述 
过 渡 到 Hamilton 描述 时 ,在 相 空 间 中 正则 变量 之 间 存 在 约束 ”|， 
将 其 初级 约束 记 为 


$;(q. p) = 0 (a = 1,2,-*,2n — R) (2-2-1) 


一 .此 约束 Hamilton 的 正则 方程 为 
q 


其 中 pi— 
q = ig ,Hr}, pi = ipi Hr) (2-2-2) 
AP: Hr = H: + Api HA H. 为 正则 Hamilton & ; A^ Q) 为 
Lagrange 乘 子 .系统 在 相 空 间 中 随时 间 的 演化 由 总 Hamilton 量 
Hr 决定 . 
下 面 分 析 约 束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 的 整体 对 称 性 质 . 在 
一 定 条 件 下 可 以 得 到 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 的 Noether 年 
理 ”1. 现 考虑 系统 在 相 空 间 中 的 有 限 李 群 下 的 变换 性 质 ,其 无 穷 小 
变换 为 


[xU = t + At =t + ET (t; p) 
q'G) — g(t) = 9(t) T Aq'(O) = 

q C) 十 ce (t9, p) (2-2-3) 
Pi(t) — p) = pi(t) + Ap: t) = 

p,G) + e; vi p.q) 


式 中 :es(c 一 1,2, r0 X» Ax 8deSiupq. E iq. pO 
9; 3g s p) AZ $8 (2-2-3) RA ^E JU, BC. EA PEE E P HJ RP Re, 
是 与 时 间 t 无 关 的 参数 ,(2-2-3) 式 为 整体 变换 .假设 在 (2-2-3) 式 
变换 下 ,系统 的 正则 作用 量 


P = | Pd — NE — H.(t;q, p) |dt (2-2-4) 
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的 变 分 为 
APP = K L?' (t! ;g' pdt o | LG sg, p)dt — 


t d | 
j: 3: UI a b2dt (2-2-5) 
XB i-e. h (-2-3»—(02-2-5) XX , M A 


NCA ee 


^ dà 


| C [pig, 十 (2d ~ HOA |dt = En (2-2-6) 


假设 (2-2-1) 式 在 (2-2-3) 式 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 即 
0$, = » 6p, 十 = É a Og = 0 (2-2-7) 


用 Lagrange 3€ T- A^ (t) $ (2-2- DARRA. 然后 在 [t,t ] 上 积分 
后 与 (2-2-6) 式 合并 ,可 得 


pae- Sp —* Ss) oa r e+ 
fa S [pð + Cod! — HOA — QJdt=0 (2-2-8) 
沿 着 约束 Hamilton 系统 运动 的 轨 线 ,由 运动 方程 (2-2-2) 式 ,可 得 
SpA + (pa — HO —0]—0 (2-2-9) 

或 
© (Ad! — HAt— 2) — 0 (2-2-10) 


由 李 群 的 参数 & 的 独立 性 ,(2-2-10) 式 又 可 写 为 

p: — H. — (= const (o = 1,2,-*,7) (2-2-11) 
这 样 就 得 到 约束 Hamilton 系统 在 相 空间 中 的 Noether 定理 :如 果 
在 (2-2-3) 式 变换 下 ,系统 的 正则 作用 景 的 变化 适合 (2-2-5) 式 , 且 
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约束 方程 (2-2-1) 式 在 (2-2-3) 式 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 那 么 该 
约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 必 存 在 ”个 守恒 量 (2-2-11) 式 ， 

下 面 考 虑 一 个 特殊 情况 . 例如 , 设 系 统 的 Lagrange & L $123 
R 多 中 均 不 显 含 时 间 ,那么 在 时 间 平 移 下 才 王 上 Al, 有 AZ 一 0 和 
Af. 一 0. 于 是 由 约束 的 目 洽 性 条 件 ,有 


0 EA i 9$, n 
og 2g 0g 十 3 5. 9p, = 
ah ag + DE asp, — [2f SP at = 
| .[99$^. , 99 | df 


(2-2-12) 
按 约 束 Hamilton 系统 相 空间 中 的 Noether 定理 ,可 得 系统 的 广义 
能 量 (Hamilton 量 ) 守 恒 . 这 个 结果 与 Lagrange 体制 下 的 结果 是 
一 致 的 ; 反 过 来 ,如 果 要 求 此 约束 Hamilton 系统 的 三 义 能 量 守 但 
与 Lagrange 体制 下 的 结果 一 致 ,那么 约束 各 = 二 0 在 时 间 平 移 下 应 
有 58 二 0. 由 (2-2-12) 式 可 知 , 约 束 42 随时 间 变 化 应 是 稳定 的 .这 
就 是 约束 的 自治 性 条 件 . 由 此 可 见 , 为 使 Lagrange 体制 描述 与 
Hamilton 体制 描述 的 结果 相同 ,约束 就 必须 适合 自治 性 条 件 ， 


$ 2-3” 定 域 正则 对 称 性 


系统 的 作用 量 在 无 限 连 续 群 下 的 不 变性 ,就 必 存 在 含 作用 量 
泛 函 导数 的 微分 恒等式 (简称 为 Noether 恒等式 ). 此 恒等式 在 电 
动力 学 和 广义 相对 论 "” 引流 体力 学 -以 及 规范 场 论 "等 领域 均 
有 广泛 的 应 用 .对 于 作用 量 在 无 限 连 续 群 下 非 不 变 系 统 , 也 寻 出 了 
相应 的 广义 Noether 恒等式 ,并 给 出 了 它们 在 杨 -Mills 场 论 中 的 
hj RU. BUR ix er ie gie HUE SB Lagrange 量 给 出 的 . 这 


al 


里 从 系统 作用 量 在 相 空 间 中 正则 变量 定 域 变换 下 的 不 变性 出 发 ， 
导出 了 该 系统 在 相 空 间 中 的 Noether 恒等式. 借助 于 Noether f 
等 式 ,可 进一步 分 析 系 统 所 含 的 Dirac 约束 . 下 面 先 讨论 有 限 自 由 
度 系 统 . 

没 动力 系统 的 正则 作用 量 


P 一 | Pd 一 NC — H.(t;q,.p) ld (2-3-1) 


式 中 H.(1;9,p) 为 系统 的 正则 Hamilton 量 . 现 考虑 正则 作用 量 严 
在 相 空 间 中 的 无 限 连续 群 下 的 变换 性 质 ,其 无 穷 小 变换 为 
[xU =t — At =t + R'gC() 
q'(t) > qg A = q(t) Ag = 
q'() + S" elt) 
pi(t) — pi C) = p(t) + Ap; = 
Pi(t) + TT eC) 
(o = 1,2, ,r;i = 1,2, ,n) 
A 76 CO A FE A A CL A E 4 (2-3-2) FADE RE A LR' = 
a2D* ;S* =D; T —c,D"(D2d/dD , K HA a b e 等 均 为 1.q、 
的 函数 .假设 在 (2-3-2) 式 变换 下 ,系统 正则 作用 量 (2-3-1) 式 的 
变 分 适合 


AJP = [re ;9 pdt 一 f Lasa , p )dt = 


(2-3-2) 


|DA odi (2-3-3) 

式 中 =D", H e, 4329 tap 的 函数 . 由 (2-3-2)、(2-3-3) 式 可 得 
f ^ òp: + 8j àg |dr 十 

j; grèd + g — HON — Qjdt =0 (2-3-4) 
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式 中 


4 一 (es 

òq! = Ag! — dt, 8p; 一 Ab — p, (2-3-5) 
o . aH. àP — , aH. 

ys =q 35 5. . dg — Pi Jq (2-3-6) 


将 (2-3-2)、(2-3-5) 式 代 人 (2-3-4) 式 ,可 得 
| E SLT: — AR )e, + ol s" — i Roe, Jdt + 


òq 
[pS — GRY + Cod — HAR — (Y ]e i — 0 
(2-3-7) 
由 于 eG RE R YE, ATA nji E t ea, 1 48 
E(t) = &(&) 一 … = D~e) = O 
及 E(t) = E(t) =" = DY &(5)—0 


(N = maxík,l,m,n?) 
这 样 (2-3-7) 式 中 的 表面 项 (端点 项 ) 为 0, 然 后 对 (2-3-7) 式 剩 下 的 
项 做 分 部 积分 ,再 利用 es(z) 的 端点 条 件 和 es(z) 的 任意 性 ,由 变 分 
学 中 的 基本 引 理 ,可 得 到 相 空 间 中 的 Noether 恒等式: 


,Sr , oT? òL) uw ,sm 
Ts — F^; Ivy -Rie 7]? 
" 1,2,7.7) (2-3-8) 
式 中 R^G T A9 R SYA TE 的 伴随 算 符 591. 例如; 
| fR'gàt = ("gR fdt + C (2-3-9) 


在 导出 相 空 间 Noether 恒等式 (2-3-8) 式 时 ,并 未 利用 系统 的 动力 
学 方程 .因此 ,(2-3-8) 式 的 成 立 与 系统 运动 方程 无 关 . (2-3-8) 式 表 
明 , 定 域 不 变 系统 泛 函 微 商 51?/6q' 和 17/8 p, 彼此 是 不 独立 的 . 
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$ 2-4 不 变性 和 Dirac 约束 


众多 的 物理 系统 是 用 奇异 Lagrange 量 来 描述 的 , 它 在 相 空 间 
中 存在 固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 所 有 定 域 变换 下 不 变 
的 Lagrange 量 , 均 为 奇异 Lagrange 量 . Pi Un. di xb H PA YE AE KH 
互 作 用 中 的 量子 电动 力学 (QED) .量子 味 动力 学 (QFD ,弱电 统一 
理论 )、 量子 色 动 力学 (QCD , 强 作 用 理论 ) 和 广义 相对 论 CGR , 引 
力 理论 ) 以 及 超 对 称 、 超 引力 和 超 弦 理论 中 的 Lagrange 量 均 是 奇 
异 的 . 约束 Hamilton 系统 的 经 典 和 量子 理论 在 现代 场 论 中 占有 重 
要 地 位 . 

制约 自然 界 4 种 基本 相互 作用 (引力 .电磁 、 暗 作用 、 强 作用 ) 
的 基本 规律 ,普遍 认为 是 来 源 于 理论 中 的 规范 不 变性 . 这 种 规范 不 
变性 是 一 种 定 域 变换 下 的 不 变性 . 在 位 形 空 间 中 ,基于 Lagrange 
体制 可 证 明 : 定 域 变换 不 变 的 系统 , 必 会 Dirac 约束 " .下面 利用 
相 空 间 中 的 Noether 恒等式 来 讨论 这 个 问题 . 

假设 一 个 系统 正则 作用 量 在 下 列 变 换 下 不 变 ， 


t =t 
gq'Q') = g(t) + (Gg + bYD)e G) | (2-4-1) 

p G ) = p(t) + (ec% + c5; D)e Ct) | 
AH :D=d/dt; A $ bc EIH tap 的 函数 .例如 杨 -Milis 25 P 
的 规范 变换 就 属于 这 种 情况 . 此 时 相 空 间 中 Noether 恒等式 
(2-3-8) 式 将 化 为 


ale - 3e] nile l- 
B| à s + pfer}, +7] |- 0 — (2-4-2) 


. daL FL L 2, PL. 
P: = drad —adót T TEF + aqag" (2-4-3) 


将 (2-4-3) 式 代 人 (2-4-2) 式 可 见 ,g' W RR FA h AED (7 p) 
项 中 , 即 出 现在 D| 67754 | Sob QC d 的 最 高 阶 导数 是 


三 阶 的 . 由 于 gi(t) 是 任意 的 ,因此 相 空 间 中 Noether 恒等式 
(2-4-2) 中 所 有 gq 三 阶 导数 项 之 和 应 为 0 而 与 其 他 项 无 关 *”, 即 


o PL e m 
b, FET 97 一 0 (2-4-4) 
(2-4-4) 式 对 任意 g 的 三 阶 导 数 均 满足 ,于 是 . 
=a a*L o 
bi TEF = 0 (2-4-5) 


因 为 好 不 全 为 0( 例 如 杨 -Mills 场 中 的 规范 变换 ), 所 以 由 (2-4-5) 
式 可 得 


2 


det 


-| 二 0 (2-4-6) 
9g Iq’ 


这 表明 对 应 的 Hess 矩阵 是 退化 的 . 因此 , 定 域 不 变 系 统 必 食 Dirac 
约束 . 也 就 是 说 ,在 相 空 间 中 正则 变量 g 和 pp 之 间 存 在 约束 , 即 
$;(9,p) —0 (J= 2,57) (2-4-7) 

将 这 些 约 束 条 件 与 相 空 间 中 Noether 恒等式 结合 ,可 以 给 出 正则 
变量 间 更 多 的 新 的 关系 式 , 或 者 可 以 判明 Dirac-Bergmann 在 求 次 
级 约束 的 过 程 应 该 终止 于 哪 一 步 . 

设 定 域 不 变 系统 所 含 的 初级 约 东 为 加 (gq,p) 守 0, 系 统 的 运动 
方程 为 


g ~ M + À .9 (2-4-8a) 
d p, 
aH. je I Pe 
T " 3g (2-4-8b) 


i53 293 Hamilton 系统 运动 的 “ 轨 线 ”, 利 用 (2-4-8) 式 , 相 空 间 中 
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Noether 恒等式 (2-3-8) 式 可 化 为 


Tig 9$ || Dol; 23 
Ed i| a T 十 


0 
«| PG 2d EE R* 
dq 


(2-4-9) 式 可 能 为 平凡 的 等 式 ,或 者 可 导致 系统 的 守恒 定律” ,或 
者 可 给 出 正则 变量 和 乘 子 间 更 多 的 关系 式 . 因 此 , 相 空 间 中 
Noether 定理 和 Noether 恒等式 的 应 用 ,可 以 获得 该 系统 Dirac 9 
束 和 对 应 的 Lagrange 乘 子 的 更 多 的 信息 . 

例如 : 现 考 虑 Lagrange 量 "'2 


LG.,8,6) 一 zi +r — E] — VG) (2-3-10) 


2s. 09, 
qA 2 a 0 (2-4-9) 


在 
0(t) — 0 (t) = 00) + eC) | 
| | (2-3-11) 
EM — E (1) = EMD +e) 
变换 下 ,对 应 的 作用 量 是 不 变 的 ,其 正则 Hamilton Æ- 
H. = pi + zabt + Epi E V GO (2-3-12) 
2r 
TE JH 73 1B] "P.L? 在 
0r = 0,80 = e(t), È= & (t) 
| | (2-3-13) 
0p, = 0,05, = 0, 0p; = 0 : 
局 域 变换 下 ,也 是 不 变 的 .由 (2-3-8) 式 可 得 
pe 一 0 (2-3-14) 
此 奇异 Lagrange 量 所 描述 的 约束 动力 学 系统 ,其 初级 约束 为 
= pe ^20 | (2-3-15) 


由 初级 约束 的 相 容 性 条 件 , 可 给 出 次 级 约束 , 即 
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$ = pe = ipe Hy] = po O (2-3-16) 
X Hr=H.+àp:. 因此 (2-3-14)、(2-3-16) 式 既 表 明 不 再 存在 其 
fib TEAR, HARPS 均 为 第 一 类 约束 ,还 表明 约束 超 曲 面 上 ， 
相 空 间 的 广义 Noether 恒等式 给 出 了 广义 动量 por (OO — 8) 守恒. 


S 2-5 约束 Hamilton 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 
变量 
XX. 


Poincaré-Cartan 积分 不 变量 在 经 典 力 学 和 场 论 中 占 重 要 地 
位 , 它 可 以 作为 动力 学 的 基本 原理 . 对 正规 Lagrange 量 描述 的 系 
统 ,该 不 变量 与 系统 的 正则 方程 等 价 "…… 9. Poincaré-Cartan 积分 
不 变量 已 推广 到 非 完 整 系统 '''' .奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 的 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 曾 由 Benavent 等 人 给 187^, mj 
Sugano 等 人 讨论 了 该 不 变量 在 杨 -Mills 场 论 等 方面 的 应 用 
在 文献 117,18j 中 是 从 位 形 空 间 中 的 作用 量 在 变换 下 的 变更 出 发 ， 
导出 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 的 . 文献 L17,18j 要 求 约束 在 正 
则 变量 的 总 变 分 下 不 改变 ,这 一 要 求 是 不 合适 的 . 这 里 从 正则 形式 
的 作用 量 出 发 ,导出 了 约束 Hamilton 系统 (奇异 Lagrange & BJ 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,证 明了 该 不 变量 与 约束 系统 的 正则 
方程 等 价 , 并 指出 相 空 间 中 的 约束 应 该 是 在 正则 变量 的 等 时 变 分 
下 不 变 , 才 导致 该 约束 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 

下 面 从 正则 形式 的 作用 量 出 发 ,推导 奇异 Lagrange 量 系统 
(约束 Hamilton 系统 ) 的 Poincaré-Carton 积分 不 变量 .这 里 讨论 
Lagrange 量 显 含 时 间 z 的 一 般 情形 . 

设 动力 学 系统 由 奇异 Lagrange 量 上 (1;g ,4 ) 来 描述 . 由 于 
Lagrange 量 的 奇异 性 , 所 以 在 相 空 间 描 述 时 系统 存在 固有 约束 . 
设 A,(t5q , p) ^20 (a = 1,2,*.44) (2-5-1) 
HEAR ibm popo be qq EWR E, 
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H ü, (tsq o p) zu 0 (m — 1,2,:-,5,) (2-5-2) 
为 第 二 类 约 东 ;六 "代表 弱 等 ,表示 等 式 在 约束 (2-5-1) 式 和 
(2-5-2) 式 所 决定 的 约束 超 曲 面 上 成 立 .系统 的 正则 方程 为 


Fes tte 

rese [ 4. H. 十 | (2-5-3a) 
bie — E — Xx 23 十 

IORA + eum | (2-5-3b) 


式 中 ;41，,。} 代 表 Poisson 插 号 ;五 .为 正则 Hamilton E ; 4 02 JJ 
Lagrange Æ T. 
系统 的 正则 作用 量 


P 一 NAT 一 NET) — H.(tsd,p)o]ldt (2-5-4) 


AP Hti ,pi) 为 系统 的 正则 Hamilton Æ. 现在 来 考察 正则 作 
用 量 在 增 广 相 空 间 中 的 变换 性 质 . 设 在 增 广 相 空间 中 取 


上 一 太一 上 十 AKCa) 
q'G) — q" (t) = q'AG)- Aq Cta) | (2-5-5) 
piQ) > pA) = pi) + Api.) 

变换 . 式 中 a 为 参数 , 它 适合 

qG,0) = q'(D, pi(t,0) = p;(#) (2-5-6) 
在 (2-5-5) 式 变换 下 ,正则 作用 量 P 的 变更 

AI? = IF (a)Aa = N E 十 59^ 十 
(2-5-7) 
T + Coi! — HOA] dt 
式 中 5g' 和 6p; 为 等 时 变 分 ,它们 与 总 变 分 Ag 和 Ap; 的 关系 为 
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óg = Ad — q'IM 
| (2-5-8) 
9p, = Ap; — pit 
m P EAFA aA 
Sr. aH. 
T 
-5-9 
ol, . 23H, (2-5-9) 
85 «ap 


HARDE ALSO 和 0,220 在 (2-5- 5) 式 所 确定 的 等 时 变 分 
下 不 变 , 即 约束 加 在 等 时 变 分 gg 和 5p; 上 的 条 件 适合 


BA, = ZE ag + t dp 0 (5-10a) 
90 "I 
00, 一 一 óg' 十 —— 6p; 守 0 2-5-10b 
Zla agi + Zee ap (2-5-10b) 
利用 Lagrange 3e T- A A ,可 以 得 到 
A —À 2 A. òq 十 太一 一 2 和 òp; ^ 0 (2-5-11a) 
dq d pi : 
29r M. òp: ~ (2-5-11b) 
由 第 二 美 约束 0. 的 自治 性 条 件 , 有 
9 ' 
ba 十 On, H) + pr On Aul 0 (2-512) 


由 此 可 得 加 


AL ^2 — Zur ND orm | (2-5-13) 
将 (2-5-11) 式 在 [zi 65] ERS 5 (2-50 X86 30.4 
AP = I" (a)Aa = 


ta à I? 4.9 À, IOn —] 3 6,, | 
| IE ^ Iq T 3q CNN 十 ]]às 十 


1 


òP .9h, Ibn, SEO 9 6,, a] ap 
a ny 
"M + Gd — HOA O)dt (2-5-14) 


沿 着 约束 系统 运动 的 “ 轨 线 ”, 利 用 约束 系统 的 运动 方程 (2-5-3) 
式 , 由 (2-5-14) 式 可 得 


AI'— I" (a)Aa = | pòg + (pg — HAt) |i = 


[LpiAa — H.A i (2-5-15) 
式 中 
[5;Aq! — H.At |i = 
(pig! — HAt) — (pAg — HAt),., (2-5-16) 


在 tg pi 所 张 成 的 增 广 相 空间 中 , 取 一 条 适合 所 有 约束 条 件 
的 闭 曲线 C1, 该 曲线 以 a 为 参数 来 描述 ,并 设 闭 曲线 Ci 的 方程 为 
t = t” (a),g = qola), pi — pi (a) (2-5-17) 
式 中 a 二 0 和 ax=! 代表 曲线 Cl 上 同一 点 .过 Ci 上 任 一 点 存在 一 条 
系统 的 运动 “ 轨 线 ”, 过 Ci 上 的 每 一 点 的 “ 轨 线 构成 WX OR 
q —q'(t,9), p; = pilt,a) (2-5-18) 
AP g G0 -qGDip,G,0) — p; a) R RRR” Ea 
Bp 2x Co EEB HWRE” HH ARE” ERAK. EM H8 
Zk C: 的 方程 为 
t =t” (a),q! = qt C2) , p; = pi? (a) (2-5-19) 
将 (2-5-15) 式 分 别 沿 闭 曲线 C 和 C, 积分 ,可 得 


J = $ (pjAq' 一 H,At) 一 不 变量 (k =1,2) (2-5-20) 


式 中 J 称 为 Poincaré-Cartan 积分 . (2-5-20) 式 称 为 奇异 Lagrange 
量 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 它 表明 ,在 增 广 相 空间 中 
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所 有 正则 约束 (初级 和 次 级 ) 确 定 的 超 曲面 全 ,上 , 取 一 条 财 曲 线 
C. 如 有 果 约 束 条 件 在 (2-5-5) 式 所 确定 的 等 时 变 分 下 适合 (2-5-10) 
式 , 那 么 党 着 约束 系统 运动 的 “ 轨 线 ”,Poincaré-Cartan 积分 沿 闭 
曲线 C 的 积分 为 不 变量 . 

值得 指出 的 是 ,导出 奇异 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Car- 
tan 积分 不 变量 (2-5-20) 式 时 ,要 求 约 束 在 (2-5-5) 式 所 确定 的 等 
时 变 分 下 不 变 是 必须 的 . 如 果 按 文献 [17,18j] 中 那样 要 求 约束 在 
(2-5-5) 式 变换 下 正则 变量 的 总 变 分 不 变 , 那 么 


9 Å, i ' : 3 A, ; —— 
Bo (X ETAD + Yr pt pj) 2 07 (275-21) 


30, , . , 26, o 

26, 8 6, 

d q' d pi 
利用 Lagrange Æ TF A^ 4l g”, 8 (2-5-7), (2-5-21), (2-5-22) : i 
着 约束 系统 运动 的 “ 轨 线 ”, 可 得 


(p;Aq' 一 五 Ai)| = 


-fip 


] 


(Gg! + q Ai) 十 (8p, + PiAt) 7 0 (2-5-22) 


9A, .. 9A, . m| 90, . | 96, . u 
od A bani (qd ZEE 


ot lad ^ — 3p, 


90, [2 , 3 Ó,, ej E 
| dg d p, | 


e| 9A. o d A b, la: ài (2-5-23) 
I / 


利用 约束 的 目 洽 性 条 件 , 可 得 
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| pag! — H.A ji — 


[2 和- 9 Om 206, 
INE 3: e| Us He) t3 | 31 I dt (2-5-24) 


因此 ,从 (2-5-24) 式 一 般 是 不 能 导出 奇异 Lagrange 量 系 统 的 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 的 . 由 此 可 见 , 要 求 约束 条 件 在 变换 
《2-5-5) 式 的 正则 变量 的 总 变 分 下 不 变 , 来 推导 奇异 Lagrange E 
系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 是 不 妥 的 ;而 应 该 修改 为 要 求 
约束 在 变换 (2-5-5) 式 所 确定 的 正则 变量 的 等 时 变 分 下 不 变 , 才 能 
正确 得 到 奇异 Lagrange 量 系统 的 Poincare-Cartan 积分 不 变量 . 
这 样 ,就 澄清 了 文献 [17,18] 中 出 现 的 混淆 ,他们 的 结果 在 约束 不 
显 含 时 间 上 或 变换 (2-5-5) 式 中 全 =0 才 是 正确 的 ， 


$2-6 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 和 Poincaré- 
Cartan 积 分 不 变量 


从 正则 形式 作用 量 和 约束 方程 出 发 ,可 以 较 方 便 地 导出 奇异 
Lagrange 量 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 下 面 反 过 来 ， 
研究 其 道 命题 , 即 从 约束 Hamilton 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 
不 变量 出 发 导出 该 系统 的 正则 方程 . 假设 一 个 动力 学 系统 满足 以 
下 条 件 : 


(1) 系 统 在 相 空 间 中 存在 约束 
A,(t;g' ,pi) axo (a 一 1,25: (2-6-1) 
Q, (tsq. p) ^0 (m = ]1,2,:,B,) (2-6-2) 


式 中 :A 为 第 一 类 约束 ;9 为 第 二 类 约束 . 约束 决定 的 相 空 间 中 的 
超 曲 面 随时 间 是 稳定 的 . 
《2) 在 相 空 间 中 系统 的 动力 学 “ 轨 线 "由 一 组 微分 方程 , 即 
q ^ P Gsq' s Pista) sP; ed gi(tsq' s piu) 
(i = 1,2,:,) (2-6-3) 
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确定 . 式 中 w(t) 为 任意 函数 


(3) 存 在 函数 H.. BRA 
2E, + GU.H.) £0 (2-6-4) 
É 
的 性 质 . 


(4)Poincare-Cartan 积分 (2-5-20) 式 ,在 方程 组 (2-6-3) 式 的 
解 所 确定 的 “ 轨 线 管 " 上 沿 包 围 “ 轨 线 管 ” 的 闭 曲线 的 积分 为 不 变 
量 .由 此 可 以 证 明 , 系 统 的 运动 方程 必 为 正则 方程 , 即 HH。 和、g; 
之 间 满 足下 列 关 系 : 


q' az f! A 
2H, 3A, 230, , 30, 
35 Fey yr SHORT Geo 
i Ag, 7 
2H, 3A, , 96, . 206, 
um 9g Ua ac: 十 joe | Us H) 十 at | (2-6-6) 
式 中 
C (Om TA — Ô mm” (2-6-7) 


事实 上 ,引入 一 个 辅助 参量 px, 在 方程 组 (2-6-3) 式 中 添加 一 
^3 f , Bp 74 


dg dq" dp, dp, 
Md ome LL. o -droad 2-6-8 
f FUn z, mdp (2-6-8) 


AP r HA 48 2s E HP BS FE R. 对 每 一 给 定 的 &, 将 方程 组 
(2-6-3) 式 积分 ,可 得 
9 = g (Agos P? sto) 
pi = binos P? sto) (2-6-9) 
t = tC H300» pi sto) 
这 里 qg pito 为 初 值 ,它们 对 应 于 j= 二 0, 且 位 于 由 约 东 (2-6-1)、 
(2-6-2) 式 所 确定 的 超 曲 面 T, P. 为 了 得 到 动力 学 “ 轨 线 ”(2-6-9) 
式 确定 的 “ 轨 线 管 ”, 可 取 初 值 点 在 一 闭 曲线 上 ,该 曲线 位 十 DS P, 
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并 用 a 参数 来 表征 . 也 就 是 说 ,应 当 将 (2-6-9) 式 中 的 qe p? ts 代 之 
DA qo Ca) , pi Ca) tola). 这 样 , 便 可 得 到 组 成 给 定 管子 的 那些 “ 轨 线 
管 ” 的 参数 方程 , 即 
q = g (u,a), p, = p,(p,0), LE 一 La) 
(0 xi a x I) (2-6-10) 
对 于 一 个 给 定 的 we 值 它 相 应 于 一 确定 的 “ 轨 线 管 母线 ”, 而 参数 u 
的 值 则 决定 了 这 条 “母线 "上 的 一 定点 . 令 Ap 一 const, 方 程 (2-6-10) 
式 确 定 三 轨 线 管 " 上 的 一 条 财 曲 线 C. 当 Poincaré-Cartan 积分 
(2-5-20) 式 中 的 gpivt 已 用 (2-6-10) 式 代入 , 沿 闭 曲 线 C 的 积分 
便 得 J 为 参数 nu 的 图 数 , 即 UJ —J CO. 
”根据 积分 J 的 不 变性 ,有 
dJ —0 (2-6-11) 
式 中 字母 d 表示 对 参数 u 的 微分 . 用 字母 A 表示 对 a 的 微分 ,在 积 
分 号 下 取 微 分 ,得 
aJ = Q (dp;Ag' + pdAg ~— dH. — H.dA) = 0 (2-6-12) 
将 (2-6-12) 式 中 dAq' M dAt 分 别 改 写 为 Ado 和 Adt( 因 运算 d 和 
运算 A 是 对 不 同 的 独立 变量 y 和 a 取 微 分 ,因此 它们 彼此 可 交 
换 ), 并 沿 闭 曲线 C 分 部 积分 , 则 得 


5 (d bpA — Apdq. — dH,At + AH. dt) = 


9 H, 
35 dt Ap. 


ln e pn [tn 
0 H. 
由 (2-6-3) 式 ,将 (2-6-13) 式 逐 项 除 以 dy 二 dt/x, 可 得 


JL 
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dH. HAL J | 
一 d |t — 0 (2-6-14) 


因为 x 是 一 任意 因子 ,因而 可 得 


IHA L| a LH, 
(nd iy Aw | PES + 
dH. 3H) | 
-+ TELE (2-6-15) 


由 于 约束 条 件 (2-6-1)、(2-6-2) 式 ,所 以 正则 变量 的 变 分 是 不 
独立 的 . 假设 由 Ac 和 Ap, 决定 的 等 时 变 分 Og 和 6p; 分 别 适 合 如 
下 条 件 : 


9A 2; 39h pa 
ga 94 t 35, oP (2-6-16) 
36, 、， IOa, 


可 得 


į ~ f a 5 n T. 十 加 5 (2-6-18). 

Pi S gi E —uw 2 — A” m (2-6-19) 

M aS ew Sog e So] e + b 
Ges - uw Us HL) + {9s H.) (2-6-20) 


(2-6-18). (2-6-19) È X £3 R Hamilton. 系统 的 运动 方程 . 而 
(2-6-20) 式 为 运动 方程 的 直接 推论 ,因为 
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d ^23: aq 9 ap, PV 


3 H, 2H, 3A, | 96, 

uc + DE 

BH 2H. MAS pa 30a) L 

ð pi ad | ag dq] | 

2H. 

TE H HoA) 十 HOn) (2-6-21) 


由 假设 (1) ,约束 确定 的 超 曲面 是 稳定 的 . 第 二 类 约束 On 随时 
间 的 稳定 性 ( 自 洽 性 条 件 ), 可 求 出 乘 子 ,如 


A" 一 -一 zu 


根据 (2-6-4) 式 ,对 第 一 类 约束 AL 的 自 洽 性 条 件 已 目 动 满足 .将 
(2-6-22) 式 代 人 (2-6-18)、(2-6-19) 式 ,就 可 得 到 (2-6-5)、(2-6-6 ) 
式 . 可 见 , 对 相 空 间 中 含 任意 乌 数 的 一 阶 运动 微分 方程 ,Poincaré- 
Cartan 积分 在 动力 学 “ 轨 线 管 " 上 闭 曲 线 C 的 积分 为 不 变量 时 ,该 
运动 方程 必 为 正则 方程 的 形式 . 其 任意 函数 的 数目 等 于 第 一 类 约 
束 的 数目 . | 

由 约 东 的 自治 性 条 件 , 并 注意 Poisson 189 {ppe X T dB ER 
a.b 反 对称 ,(2-6-21) 式 又 可 写 为 


dH, ~ OU. 
dt 


4 2/4 RAS S ERST [8] t 时 ,或 对 于 正规 Lagrange 量 系统 才 有 一 


m? 


20., | 
| (2-6-22) 


IOn 
3: (2-6-23) 


,它们 之 间 的 关系 应 适合 (2-6-23) 式 . 如 


REXEDLISNA ERA REENTEN AEI FEE, E 
推导 约束 Hamilton 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,得 到 的 
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是 50 一 ,这 个 结果 一 般 是 不 成 立 的 .文献 [18] 讨 论 正则 变 
换 时 涉及 到 约束 显 含 时 间 的 情况 . 在 此 正确 区 别 正 则 变量 的 总 变 
分 和 定时 变 分 ,可 澄清 文献 L17,18] 出 现 的 混淆 .在 推导 正规 
Lagrange 量 系统 的 Poincare-Cartan 积 分 不 变量 时 ,其 正则 变量 的 
变 分 不 受 任何 限制 ;而 在 导出 奇异 Lagrang 量 系统 的 Poincaré- 
Cartan 积 分 不 变量 时 ,其 正则 变量 的 变 分 要 受 约束 条 件 的 限制 . 只 
有 当 它 们 的 等 时 变 分 适合 (2-6-16)、(2-6-17) 式 时 ,才能 正确 导出 
奇异 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 .在 讨论 非 
完整 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 时 ,也 出 现 类 似 情 况 - 

根据 奇异 Lagrange ẹṣ Zt HJ Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ， 
可 以 得 到 该 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 . 其 中 出 现在 Hamil- 
ton 量 中 的 约束 为 所 有 第 一 类 约束 ,而 不 仅仅 是 初级 第 一 类 约 东 ， 
此 时 已 无 法 区 分 初级 第 一 类 约束 和 次 级 第 一 类 约束 . 

上 上 述 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 可 以 作为 研究 Dirac 猜想 
的 有 用 工具 . 前 面 推导 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 时 ,我 们 利用 
了 总 Hamilton 量 Hr 所 决定 的 正则 方程 ,其 中 仅 考 虑 了 初级 约 
束 名. 假设 Dirac 猜想 成 立 , 如 果 系 统 仅 含 第 一 类 约束 ,那么 系统 
随时 间 的 演化 是 由 扩展 Hamilton & H: MA, Hi He— H.- 48 
十 VX 式 中 Xs 是 所 有 次 级 第 一 类 约束 ,系统 的 正则 方程 由 HE 给 
出 . 如 果 初 级 第 一 类 约束 满足 (2-5-10a) 式 条 件 , 次 级 第 一 类 约束 
也 满足 (2-5-10a) 式 条 件 , 那 么 从 He 所 决定 的 正则 方程 出 发 ,同样 
tE n] =F HH. Poincaré-Cartan 积分 不 变量 (2-5-20) 式 .由 此 得 出 结 
i£ :对 约束 Hamilton 系统 ,由 HE 给 出 的 方程 为 正则 方程 的 充分 
必要 条 件 是 该 系统 存在 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 利用 
Poincaré- Cartan 积分 不 变量 导致 的 正则 方程 (2-6-18)、(2-6-19) 
式 中 ,包含 了 所 有 第 一 类 约束 ,此 时 已 无 法 区 分 初级 第 一 类 约束 和 
X £X SB — 2$ 25 8. 这 表明 ,对 约束 Hamilton 系统 ,存在 Poincaré- 
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Cartan 积分 不 变量 与 Dirac 猜想 有 效 , 二 者 是 等 价 的 . 在 正规 La- 
grange 量 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 中 ,其 正则 变量 的 变 分 是 
任意 的 . 而 奇异 Lagrange 量 系 统 存 在 Poincaré-Cartan 积分 不 变 
量 ,其 正则 变量 的 变 分 要 受到 约束 条 件 的 限制 , 即 约束 条 件 在 正则 
变量 的 等 时 变 分 下 不 变 . 因此 ,对 约束 Hamilton 系统 ,Poincare- 
Cartan 积分 不 变量 是 否 存 在 并 且 所 有 由 Hs 决定 的 正则 方程 能 否 
由 Poincare-Cartan 积分 不 变量 导出 ,可 以 作为 Dirac 猜想 是 否 有 
效 的 一 个 判别 准则 . 如 果 在 给 定 情形 中 ,Poincare-Cartan 积分 不 
变量 不 存在 ,或 者 该 不 变量 虽然 存在 ,但 由 HE 确定 的 所 有 正则 方 
程 不 能 完全 由 该 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 导出 ,那么 在 此 情形 
中 Dirac 猜想 失效 . 


$ 2-7 Dirac 猜想 


约束 系统 的 Dirac 理论 在 现代 量子 场 论 中 占 重 要 地 位 . 应 用 
这 个 理论 ,规范 场 和 引力 场 等 非 线 性 场 论 量子 化 中 出 现 的 中 心 问 
题 已 基本 解决 . 这 个 理论 不 仅 适用 于 C- 数 系统 (Bose 场 ), 而 且 还 
可 以 推广 到 Grassmann 数 系统 (Fermi 场 ). 然而 ,尽管 约束 系统 的 
Dirac 理论 有 了 相当 的 发 展 ,但 是 这 个 理论 中 的 若干 基本 问题 至 今 
仍 在 不 断 地 讨论 ,其 中 之 一 就 是 Dirac 猜想 . 如 前 所 述 , 在 约束 
Hamilton 系统 的 正则 形式 中 ,Dirac 曾 猜想 ,所 有 第 一 类 约束 ( 初 
级 的 和 次 级 的 ) 均 是 规范 变换 独立 生成 元 ,它们 生成 物理 态 间 的 等 
价 变换 . 如 果 这 个 猜想 成 立 , 那 么 一 个 具有 初级 第 一 类 约束 4020 
(一 1,2,… ,大 ) 和 次 级 第 一 类 约束 ,220€0m— 1,2, MORR 
统 , 其 运动 方程 应 该 由 五 E 导出 ， 
Hs = H.+ 4 nx, (2-7-1) 
式 中 必 和 /性 分 别 为 Lagrange 乘 子 .长 期 以 来 ,对 Dirac 猜想 一 直 
有 争议 ~ 于, 一些 反 例 也 已 给 出 ~ 其 中 一 些 人 指出 ,正确 区 
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分 运动 方程 解 的 规范 变换 和 相 空 间 中 点 的 规范 变换 ,有 可 能 澄清 
Dirac 猜想 的 有 效 性 .所 有 这 些 争 议 均 是 基于 考察 由 Hs 导出 的 
运动 方程 不 严格 等 价 于 对 应 的 Lagrange 方程 . 近来 ,对 已 给 出 的 
若干 反例 ,重新 做 了 讨论 ~“, 并 指出 Cawley 等 人 的 反例 不 是 真 
正 的 反例 -3 ,因为 他 们 采用 了 将 约束 线性 化 的 步骤 ,从 而 导致 了 
强 等 和 弱 等 概念 的 混 消 .因为 Xsz0 JR. X 0x0. X X820 不 能 简单 
地 认为 LaO. 

基于 约束 Hamilton 系统 在 相 空间 中 的 对 称 性 质 , 并 考察 由 扩 
展 Hamilton 量 经 由 正则 形式 的 Noether 第 一 定理 导致 的 守重 量 
是 否 等 价 于 Lagrange 体制 下 经 由 位 形 空间 中 Noether 第 一 定理 
导致 的 守恒 量 , 我 们 给 出 了 新 的 反例 ?4 说明 Dirac 猜想 失 
效 , 而 此 时 并 未 将 约 东 线性 化 . 

下 列 给 出 的 反例 中 不 存在 将 约束 线性 化 的 问题 . 现 考虑 
Lagrange 量 

L-—zzocaxz— yz (2-7-2) 

相应 的 Lagrange 方程 为 z —z-:0,2—0,z—x—y-—0.nJW, 
z 二 0,y 任意 ,y 与 的 关系 由 第 三 个 方程 给 出 ,Lagrange f 
(2-7-2) 式 在 


x£ = pr, y —py,z = 0 x (2-7-3) 
变换 下 不 变 . 式 中 po 为 参数 .由 经 典 Noether 定理 可 得 守恒 量 
zx — (r— y)z = const (2-7-4) 


PE E d AA D EREA Br MS ryz 相应 的 正则 动量 为 
Pa = Z, py = 0, p= T y 
正则 Hamilton & 
H. = pr pyt p.z— L= papa t ypa — xz (2-7-5) 
UJ 2& 2^4 98 73 $ — 5,220; tà Hamilton & Hr=H. +4, H P A X 
Lagrange ÆT. 初级 约束 的 H id TE PE (E LHT)—0. 23 UU AES 
WR o$ 25.920: IK ER ZA. 9. 的 自 洽 性 条 件 ah 05 — IK ER P3 RE 9 — 
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z^20. BB £33 (9.9 POHER- RW. 扩展 Hamilton 3 
Hy =H. + MP gu)! T n = 
Hr + up cub) (2-7-6) 
式 中 a 和 u 为 另外 的 Lagrange RT- 正则 Lagrange & 
L =q pi — H.= pepe xz 
和 初级 约束 9 在 下 列 相 空间 中 的 变换 下 不 变 .: 
r' = p2, y = py, x = d 
p. = p opo b. — pp. 
由 正则 形式 的 Noether 定理 ((2-2-11) 式 ) 可 得 守恒 量 
px — pz = const (2-1-8) 
此 结果 与 (2-7-4) 式 相同 . 如 果 系 统 的 正则 运动 方程 是 由 HE 导 
出 ,那么 必须 考虑 到 所 有 次 级 约束 ,并 要 求 所 有 次 级 约束 风 六 0， 
#0 也 在 (2-7-7) 式 变换 下 不 变 , 才 能 由 正则 Noether 定理 导出 守 
恒 量 (2-7-8) 式 ,然而 ,次 级 约束 不 能 满足 此 要 求 .为 了 使 Lagrange 
体制 描述 与 Hamilton 体制 描述 的 结果 一 致 ,因此 在 相 空间 中 系统 
的 动力 学 演化 不 是 由 He 决定 ,而 是 由 Hr 决定 . 这 表明 ,Dirac 7 
想 在 这 个 例子 中 失效 . 这 里 不 存在 任何 约束 被 线性 化 的 问题 . 

这 个 问题 也 可 以 根据 约束 Hamilton 系统 的 Poincaré-Cartan 
积分 不 变量 来 说 明 . 如 果 此 系统 的 正则 方程 是 由 He 决定 的 ,系统 
存在 相应 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,这 就 要 求 所 有 约束 条 件 
在 正则 变量 的 等 时 变 分 下 不 变 ,此 要 求 对 于 次 级 约束 ,就 应 有 
zz0. 由 于 对 正则 变量 的 这 个 限制 ,与 He 相应 的 Poincaré-Car- 
tan 积分 不 变量 就 不 存在 . 也 就 是 说 ,由 Poincaré-Cartan 积分 不 变 
量 不 能 导出 由 He 确定 的 所 有 正则 方程 . 这 就 违反 了 Poincaré- 
Cartan 积分 不 变量 与 He 确定 的 正则 方程 间 的 等 价 性 . 可 见 ， 
Dirac 猜想 在 这 个 例子 中 失效 “+ 

尽管 如 此 ,对 一 些 有 重要 物理 意义 的 系统 (例如 电磁 场 、 杨 - 


o0 


(2-7-7) 


Mills 场 等 ), 尚 未 发 现 Dirac 猜想 导致 不 合理 的 结果 . 文献 [42 | 
中 , 按 Dirac 和 Bergmann 的 物理 思想 ,将 约束 系统 的 Dirac- 
Bergmann 理论 推广 到 更 一 般 的 奇异 Lagrange E 7& Sb, H2 
用 于 系统 Hess 和 矩阵 具有 变量 秩 的 情形 以 及 系统 第 一 类 约束 的 最 
小 演化 封闭 Poisson 括 与 含 固有 了 于 代数 的 和 情形 ,提出 了 所 请 扩展 
Dirac $8 A. 但 文中 分 析 Cawley 反例 时 , 仍 采 纳 了 约束 线性 化 的 
PR. 
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场 论 中 的 正则 约束 


本 章 人 研究 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系 统 , 该 系统 在 相 空 间 中 
存在 固有 的 正则 约束 为 约束 Hamilton 系统 .首先 ,讨论 场 论 中 奇 
异 Lagrange 量 系 统 的 正则 形式 描述 ,分 别 以 电磁 场 .、 杨 -Mills 场 
和 Chern-Simons 理 论 为 例 作 较 详细 的 和 阐明 ;其 次 ,人 研究 场 论 中 约 
R Hamilton 系统 的 经 上 典 正则 对 称 性 质 ,讨论 该 系统 规范 变换 生成 
元 的 构成 ,建立 相 空 间 中 整体 对 称 的 正则 Noether 定理 ,并 给 出 在 
声 子 -电子 -光子 系统 中 的 应 用 ,建立 相 空 间 中 十 域 和 非 定 域 变 换 
下 的 正则 Noether 恒等式 ,同时 给 出 它们 在 Abel 和 非 Abel 规范 
场 论 中 的 应 用 ;最 后 ,讨论 了 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系 统 的 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,以 及 该 不 变量 与 约束 Hamilton 系 
统 正 则 方程 和 正则 变换 的 关系 . 


§ 3-1 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 


在 场 论 中 描写 场 运动 的 场 量 p(x) (x = (t,x),a = 1,2,…， 
n) 可 能 是 多 分 量 ( 例 如 电磁 场 的 场 量 A,(x) 就 有 4 个 分 量 ). 这 里 
a 代表 场 的 张 量 、 旋 量 、 同 位 旋 或 么 旋 等 分 量 或 不 同 场 量 的 指标 . 
平坦 时 空 度 规 ge 一 dag(l 一 1 一 1 一 1). 设 描述 场 的 grange H 
ZELE p PEENE AE, HA pt agp 二 一 8". 场 的 
Lagrange 量 


< 


L(9*,9*] = | dor tn 9*2) (3-1-1) 
用 Legendre 变换 引入 场 的 正则 动量 


o3 


Qo 3L 29 
Sp 3p 
并 定义 场 的 正则 Hamilton E 
H,lo*,n,j =| esae, = 


| deia p GO — gf(x)] (3-1-2) 
式 中 A. 为 正则 Hamilton 量 密度 .于 是 可 将 对 场 的 Lagrange 18 
述 过 渡 到 Hamilton 描述 .系统 Lagrange Æ HJ Hess 4 EE 
ðL 
"Ha = Gap 
X4 det | H,4| £0 时 , 称 Lagrange 量 是 正规 的 ,而 当 
“7 JEL 
òp" òp’ ap" ap? 
时 , 称 Lagrange 量 是 奇异 的 . 此 时 由 正则 动量 的 定义 ,不 能 全 部 解 
出 o'G 作为 ez) A rC) 的 函数 . 设 Hess 4E EH. 185 fk 29 
R, 则 正则 变量 间 存 在 nn 一 R "p Z3 OR PR p , 即 
$9?(9*,7,,9",,7,:. EEO (a — 1,2, ,nn — R) (3-1-4a) 
JE Fk xx ut Z^] 9 OIL SR ZA TR. 此 时 约束 中 不 仅 含 正则 变量 ,而 且 还 可 
能 含 正 则 变量 的 空间 微 商 . 一般 来 说 ,约束 方程 不 是 代数 方程 ,而 
是 微分 方程 . 场 论 中 约束 4220.2; 的 空间 微 商 和 对 空间 变量 的 积 
分 仍 是 弱 等 于 0 的 . 此 外 ,对 每 一 空间 点 都 有 约束 条 件 (3-1-4a) 
式 ,在 这 个 意义 上 说 (3-1-4a) 式 代表 3(n 一 R) 重 连续 无 限 多 的 约 
束 条 件 .在 有 限 自由 上 度 系统 中 的 求 和 在 场 论 中 则 相应 于 积分 ,为 简 
单 起 见 ,将 (3-1-4a) 式 写 为 
$5 (9^ ,Aa) cQ (a — 1.25.** „n — R) (3-1-4b) 
考虑 在 正则 变量 oM xs 变 分 下 ,正则 Hamilton 量 (3-1-2) 式 
的 变更 ,有 
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det |H. | —det = 0 (3-1-3) 


= der 


| aL 9L 、, ， 
8H, — | dz | pan 十 re 0p* — dp” — —- 0g | 
V 


KON 39 
(3-1-5a) 
由 正则 动量 x. 的 定义 (3-1-5a) 式 又 可 写 为 
ðH. = ESD Om, 一 y òp“ (3-1-5b) 
H F] Euler-Lagrange 方程 可 得 
s = | d!r(g* Oz, — c, p^) (3-1-6) 
V 


可 见 ,无 论 是 正规 Lagrange 量 或 奇异 Lagrange & 0H. 仅 为 正则 
变量 及 其 变 分 的 泛 函 . | 


53 一 方面 ,有 
OH . oH | 

— 3 £ Mu g -l 

ôH. = | d x| 5. òn Fp o | (3-1-7) 
Hi (3-1-6), (3- 1-20 3S HJ 48 
1 ， SH . SH 

à | v — C — 一 一 ”1 一 -| 

E z| g S. OX。 十 | T, E | 0 (3-1-8) 


对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ,在 相 空 间 中 存在 约束 (3-1-4b) 
式 , 因 而 正则 变量 彼此 不 独立 ,而 有 


0p* — 0 (3-1-9) 
2| 人 Lagrange ÆT A G,x) 乘 (03-1-9) 式 后 ,在 空间 区 域 V. ER 
分 ,将 所 得 结果 与 (3-1-8) 式 合并 ,可 选 n 一 R 个 Lagrange 乘 子 
A^ Cr) ,使 其 适合 


(7 Um, Bx 9 
(3-1-10a) 
— SH. OH, £6 
T ôg? GO 


式 中 H, = [doe ' ,而 剩 下 的 R 个 方程 6g“、5x, 为 独立 变量 ,从 


29 


而 它们 的 系数 也 应 满足 (3-1-10a) 式 . 这 样 ,就 可 得 到 约束 Hamil- 
ton 系统 的 正则 方程 , Ep 


. àH 
Q^ — S — io^. Hj 

AH (3-1-10b) 
m, 一 一 > 一 (To H1j 
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式 中 ;五 T 为 总 Hamilton &, | 
H, =H. +H, = | dzcar LES) 8-1-11) 


X xr) H Lagrange ÆT; (*, -) 代表 场 的 Poisson 括号 ， iX A.B ^4 
别 为 p T 及 其 空间 微 商 的 泛 函 ,那么 
| 0A | 0B —— 
Öp (t, xX") Òn, (t, x") 
ðA SB | 

Om, (t, x”) dp (t, x") 
例如 ;正则 变量 间 的 基本 Poisson 括号 为 


õp“ (t,x) ÒT t,x ) 
0e" (t, x”) Òm, (£ ,x") 


(A.B) =| el 


(3-1-12) 


(9^ G,x) ng G,x')j = | d?z" 
V 


| d?z" 8,05 0(x — x )8(x' — x”) = 0g0(x — x) (3-1-13) 
v | 


(9*(,x2,9" a,x )} 一 0 (3-1-14) 
zx). x 9) 一 0 (3-1-15) 

由 (3-1-10) 式 相 空 间 的 函数 (gq“,x。) 随时 间 的 演化 为 
F— {F,Hr) (3-1-16) 


将 初级 约束 和 运动 方程 (3-1-16) 式 结合 ,由 初级 约束 随时 间 
的 稳定 性 ( 自 洽 性 条 件 ), 可 给 出 次 级 约束 ;由 次 级 约束 的 自治 性 条 
件 ,可 逐次 给 出 其 他 次 级 约束 , 即 
$ = (#2, Hr A0 (一 1,2 sm) (3-1-17) 
HEER 
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4 = {pr Hr} = cap sim) (3-1-18) 
这 就 是 场 论 中 求 约束 的 Dirac-Bergmann 算法 . 
与 有 限 自由 度 的 情况 相似 ,可 以 定义 第 一 类 量 和 第 二 类 量 .一 
个 与 所 有 约束 构成 的 Poisson 1& S dp S8 5g T 0 的 量 称 为 第 一 类 
的 ,否则 称 为 第 二 类 的 . 如 果 既 是 一 个 约束 又 是 第 一 类 量 就 称 为 第 
一 类 约 东 ,否则 称 为 第 二 类 约束 . 当 全 部 初级 和 次 级 约束 的 某 些 线 
性 组 合 能 够 变 成 第 一 类 , 则 用 独立 的 线性 组 合 来 代 蔡 它们 ,使 尽 可 
能 多 的 约束 归 到 第 一 类 .和 有 限量 由 度 情 形 不 同 的 是 ,在 有 人 由 上 和 目 由 
度 情 形 下 ,第 一 类 约束 可 用 代数 的 组 合 得 到 ,而 在 场 论 情形 可 能 出 
现 约束 和 约束 的 空间 微 商 的 线性 组 合 转 变 为 第 一 类 约束 . 
设 系 统 所 有 第 一 类 约束 为 (A,(7)), 第 二 类 约束 为 0;(x)}. 
出 现在 动力 学 方程 式 中 与 第 一 类 约束 Aa) 相应 的 Lagrange X 
子 是 任意 的 ,而 第 二 类 约束 0.(x) 的 自治 性 条 件 则 给 出 
{0.(x) , HL.GD j + |.» A Cy) {0 (12,0, (y); 7220. (3-1-19 
定义 矩阵 元 
Cc; ,x,y) = (OT) OOCy) i y (3-1-20) 
则 方程 组 (3-1-19) 式 变 为 
(0.(t x) ,H(t)} + | ds C; EX y )A Gy) 090 (3-1-21) 
由 方程 组 (3-1-21) 式 求解 4Cz) = àG, x) 的 问题 归结 为 求 矩 阵 
C = [c] fug E C '. 设 CC !' 的 矩阵 元 为 cj axy) Wi 
[de ci xe zx) = 858(x — x) (3-1-22) 


与 有 限 自 由 度 不 同 的 是 ,在 场 论 中 约束 和 z) 之 间 的 Poisson 
插 号 和 (OC), H.) REER $- 困 数 及 其 微 商 等 项 的 和 ,例如 ， 
c X,Y) = aj0(x — y) 十 
bij2 8 (x — y) 十 高 阶 微 商 项 (3-1-23) 
式 中 系数 函数 的 具体 形式 在 这 里 无 关 紧 要 . 仅 当 (3-1-23) 式 中 无 
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5- 函 数 的 微 商 项 出 现时 ,(3-1-19) 式 才 是 代数 关系 ;否则 , (3-1-19) 
式 将 给 出 (t,x) 的 微分 方程 组 ,此 时 Lagrange 乘 子 不 能 由 方程 
完全 固定 5 ,需要 给 出 合适 的 边界 条 件 才能 确定 ACCU. 在 场 
论 中 分 部 积分 出 现 的 表面 项 常常 被 丢掉 ,对 于 约 东 系统 这 样 做 必 
须 十 分 谨慎 . 在 广义 相对 论 中 号 , 杨 -Mills 38 ie a A i 
Schwinger 模型 中 对 表面 项 的 作用 已 进行 了 讨论 .在 经 典 理 论 中 ， 
对 Lagrange 量 添加 一 个 四 维 散 度 项 对 运动 方程 无 影 啊 , 但 量子 化 
后 的 结果 是 否 会 改变 ,对 柯 异 Lagrange 量 系统 仍然 契 一 个 不 清楚 
的 问题 “…”. 

类 伺 地 ,利用 C 的 道 和 矩阵 也 可 定义 Dirac 插 号 . 设 AG.x) 和 
B ,x) EH p a,x) nax) E Ho pg] ox Ed T3 B] V2 BR sU iT 1B] 
的 Dirac 括号 定义 为 

(LAG,x),BG,x )jp = LAQ x), BG,x' )} 一 


EE dizLAG 3), 0,0] - 


ej; (t, yz)10; 0,2), Ba, x )) (3-1-24) 
这 样 定义 的 Dirac 括号 与 有 限 自由 度 系统 Dirac 括号 有 若干 相同 
VER. 特别 值得 注意 的 是 , 设 FG. 是 由 9 gos 及 其 空 
间 微 商 构 成 的 量 , 则 

(F (t,x),0,,x ))p = 0 — (3-1-25) 
即 在 Dirac 插 号 下 可 以 把 第 二 类 约束 条 件 视 为 强 方程 . FP. 是 第 
一 类 量 时 ,下 与 G 之 间 的 Dirac 括号 弱 等 于 通常 的 Poisson 括号 . 
从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ;有 限 自由 度 系统 过 渡 到 场 论 时 ,相应 

EE 2 170 I9 E4185 E 


IW èW 
Ju  SOu(x) (3-1-26) 
W — | S Burda (3-1-27) 


(关于 泛 函 微 商 ,可 参见 文献 [1] 中 的 附录 D. ) 
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$3-2 电磁场 


H HH 电磁 场 ( 无 源 电 磁场 ) 的 Lagrange 量 密度 
uL F, (x)P G) (3-2-1) 


式 中 :下 为 势 4, = (A,A) HER R ATA A sh SK 8S 
F,,—9,A4, —3,A,. 其 中 A*— 9 为 标 势 ;4 为 天 势 . 目 由 电磁 场 的 
Euler-Lagrange 方程 为 
9 FE“ 一 0 (3-2-2) 
下 面 讨论 自由 电磁 场 的 正则 形式 表述 , 这 里 将 x "==t 作为 动 
力学 演化 参数 . 由 于 3/34,,, 二 一 F**, 于 是 
IEL 


H”? = JADAL g''g'"' — g'g"" (3-2-3) 
此 处 对 px 不 求 和 . 由 (3-2-3) 式 可 得 Hess 矩阵 , 即 
[00 0 0 
"ERE (3-2-4) 
00 1 0 
00 0 I 
它 是 奇异 的 . 场 A, A Hy a t 
r“ 一 5 = — F” (3-2-5) 
所 以 初级 约束 为 
m^ (r)2-0 (3-2-6) 
利用 (3-2-5) 式 ,电磁 场 的 Lagrange 量 密度 可 与 为 
(v — Lam A FaFa (3-2-7) 
其 正则 Hamilton 量 密度 
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eC. 一 7; À, — zan, 十 二 PR (3-2-8) 


式 中 的 A; 可 表示 为 


Å, = 9 o À, = Fo -+ d; AÀ, — m; + dA, (3-2-9) 
将 (3-2-9) 式 代入 (3-2-8) 式 ,可 得 
2r, = bmm + mht FaFa (3-2-10) 


正则 Hamilton 量 H. = | d'z2r., 分 部 积分 后 略 去 表面 项 后 ,得 


H. = ax lum, — Ag, + TPaFa (3-2-11) 
由 (3-2-6) 式 ,总 Hamilton & 
Hr = H, + [dA Go (3-2-12) 
以 A, x" 为 正则 变量 的 基本 Poisson 括号 为 
{A CT) TY = 9,8? (x — y) (3-2-13a) 


(ACT) A Cy) do, = (m^ lr) aly) p — 0 C3-2-13b) 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 有 


ta Hr} 一 一 [dz4oa 和 | = dm; ^20 (3-2-14) 


从 而 所 得 的 次 级 约束 
$ -— 3m 20 (3-2-15) 
(3-2-15) 式 恰好 是 Gauss (高 斯 ) 定 律 .次 级 约束 (3-2-15) 式 的 自治 
性 条 件 ,不 导致 其 他 新 的 约束 . 
由 (3-2-13) 式 计算 约束 之 间 的 Poisson 括号 ,可 得 


{XT (XT) MT (YO0 (3-2-16a) 
0 (XT) ,9 m; (y) jo, — 

QUU GO) Om )soy 290 (3-2-16b) 
(I aTi Gr) uy C) ) s 8 0 (3-2-16c) 


60 


X 3k HH] Pr 2 REA: 8 — 28 B. OE US WES H8 8E — p ER EE 
Poisson 括号 均 弱 等 于 0, 因 此 H. 也 是 第 一 类 量 . 

在 自由 电磁 场 的 正则 形式 表述 中 , 含 两 个 2Xce 约束 , 即 
$^ — n^220 Cg] 2 25] 9 Ff $^ — 2 50 CUR ER ZAR, 它们 均 是 第 一 类 
约束 . 其 扩展 Hamilton 最 


Hs = H, + [dC AGOf*GO + p G3] = 
[az E + G FaFa 十 和 mm 十 ( u — A )ai | (3-2-17) 
由 Hg 导出 的 正则 方程 分 别 为 


A(x) 29 (LA (x), Heg) (3-2-18a) 
n(x) œ It" (x), Hg) (3-2-18b) 
7 m 0 (3-2-18c) 
gaz; 0 (3-2-18d) 


$3-3 dE Abel 规范 场 


量子 电动 力学 (QED) 具 有 Abel SEU (0) 定 域 规范 不 变性 ,将 
定 域 规范 不 变性 推广 到 非 Abel 规范 群 ,首先 是 杨振宁 和 Mills 给 
出 的 中 ,该 不 变性 要 求 引入 了 新 的 非 Abel 规范 场 ( 或 杨 -Mills 
场 ). dE Abel 规范 场 理 论 的 主要 进展 是 在 自发 破 缺 规范 理论 建立 
之 后 ,特别 是 粒子 物理 中 弱电 统一 理论 (量子 味 动力 学 ,QFD) 和 
强 相 互 作用 的 量子 色 动 力学 (QCD) 所 取得 的 成 功 ,人们 普遍 认 
为 ,基本 粒子 间 的 相互 作用 都 是 受 规范 原理 所 制约 的 . 强 相 互 作 
用 .电磁 相互 作用 和 弱 相 互 作 用 都 是 通过 非 Abel 规范 场 ( 杨 - 
Mills 场 ) 所 描述 的 粒子 来 传递 的 

本 节 讨 论 纯 杨 -Mills 场 ,其 Lagrange 量 密度 
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cz 一 一 IFLED (3-3-1) 


式 中 
FL, = 9,As— 9,A; T ESKALA, (3-3-2) 
其 中 Si AA E BER) S3 1 6€ 3X. Lagrange 量 (3-3-1) 式 是 奇异 的 .下 
面 给 出 杨 -Mills 场 的 正则 形式 表述 . 以 z = 上 为 动力 学 的 演化 参 
数 . 相应 于 杨 -Mills 规范 势 A7 的 正则 动量 
9 L 


m“ i — Ft (3-3-3) 
3 A2 | 
因为 i" 关于 指标 py 和 vv 是 反对 称 的 ,所 以 初级 约束 
p = m ^0 | (3-3-4) 


正则 Hamilton & 
H, = |d'zoe. == | dsr GÀ 一 £f) 一 


Jes[eik— Faime + EE) — Ga» 
将 A? = Fh + 3,41 十 g 肥 454; (3-3-6) 


代入 (3-3-5) 式 ,分 部 积分 并 略 去 表面 项 后 ,可 得 


H, = [a4 nm m A59 7; 十 


TEPs + gf A A (3-3-7) 
正则 变量 A%、xs 间 的 基本 Poisson 括号 为 
(A t,x) ty)) = 059,9 — y) (3-3-8a) 


(A Ctx), AË (0,2) = {aE x), ml, y)} —0  (3-3-8b) 
总 Hamilton & 


HX = H. + [d'z G6 G2 (3-3-9) 
由 初级 约束 的 自 洽 性 条 件 ,给 出 次 级 约束 
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pa = (nas Hr} = J, — gJr AT 2-0 (3-3-10) 
用 D, REEM fg oS] FE ICH RRA SA 
D, —3,f* — gf Af (3-3-11) 


以 协 变 微 商 表示 41 — Dinio0. H. 又 可 写 为 
H. = |dz| Jum LE Aw) (3-3-12) 


次 级 约束 由 的 自治 性 条 件 在 约 东 名 <:0 和 出 sz0 所 决定 的 超 曲 面 
上 ,已 自动 满足 ,因为 


(Hr) = gfo Abp (3-3-13) 

进一步 计算 表明 : 
(Ax) ay) 一 0 (3-3-14a) 
(Ax) Ay) 一 0 (3-3-14b) 


(Ptr) Ay) =— gfadQ—y)$ (3-3-14c) 
所 以 ,约束 间 的 Poisson d E 3% F 0, BIAR ga 50 4; $3929 58 — 28 
约束 . 
-Mills 场 的 扩展 Hamilton & 
Hy = He + | d'a GOftGO + EOLA] (3-3-15) 
其 正则 方程 分 别 为 
Ax ,x) = (A2 ,x)  Hg(D) (3-3-16a) 


mt sx) = {net x) ,Helt)) (3-3-16b) 
rz0 — ( 3-3-16c) 
Dr, 20 (3-3-16d) 


$3-4 复 标 量 场 与 Chern-Simons 项 耦合 


微观 粒子 的 自 旋 和 它 的 统计 性 质 密切 相关 , 自 旋 为 整数 和 上 
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旋 为 半 奇 数 的 粒子 分 别 服 从 Bose-Einstein 统计 和 Fermi-Dirac 统 
计 , 并 称 它们 为 玻 色 子 和 费 米 子 .长 期 以 来 ,人 们 一 直 认 为 自然 界 
只 存在 这 两 类 粒子 ,但 在 二 维 空 间 中 运动 的 粒子 会 出 现 新 的 情况 . 
在 二 维 空 间 中 ,粒子 的 统计 性 质 可 介 于 Bose-Einstein 统计 和 Fer- 
mi-Dirac 统计 之 间 连 续 变化 , 即 在 二 维 空间 中 可 有 带 任意 统计 性 
质 的 粒子 , 称 为 任意 子 (anyon)52 .根据 自 旋 和 统计 的 关系 ,通常 
”说 任意 子 具 有 分 数 自 旋 .任意 子 最 族人 之 处 在 于 它 在 凝聚 态 理论 
中 的 应 用 ,例如 ,用 于 对 量子 Hall 效应 万 至 高 温 超 导 的 理论 解 
f£. 用 带 Chern-Simons 项 的 Lagrange 量 可 以 实现 对 任意 子 分 
数 统计 性 的 描述 .带电 粒子 场 与 Chern-Simons 项 耦合 后 ,显示 
出 粒子 的 电荷 和 磁 通 自动 地 束缚 在 一 起 .交换 两 粒子 ,由 于 
Aharonov-Bohm 效 应 ,就 体现 出 粒子 具有 分 数 (任意 ) 统 计 性 质 . 
在 场 论 水 平 上 研究 任意 子 就 是 考虑 Chern-Simons 项 与 物质 场 的 
这 种 耦合 . 例如 ;Chern-Simons M Ej i £s E i HR 8 3E (12-22 HE HT 
空中 的 Lagrange E95 JE 


L = (D9) (Drg)* + "A (3-4-1) 


A P D,—23,—14,:6,4JJ Levi-Civita 三 阶 全 反对 称 张 量 6; — 1. 
场 量 A oM o B 1E UU Ji 6 2] S 4 D | 


IL 
To 一 一 一 一 一 二 二 Q 
3 Ag 
m (3-4-2) 
9A, 4 
IL 
r = Z = (Do (3-4-3) 
Ip 
g & 
XT = — = Do (3-4-4) 
go" 


(3-4-2) 式 中 e! — e", 与 (3-4-1) 式 对 应 的 正则 Hamilton Eb SE FE 
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OF, 一 mA4 + no+ n' g'— & = 


rr — (Do (Dip) — A | 2—6/3,A, — Ja) (3-4-5) 


2T 
式 中 
Ja =i(rop— o*r") (3-4-6) 
在 相 空 间 中 系统 的 初级 约束 
A, — T2 0 (3-4-7) 
9, = x, — TELE 0 (i,j = 1,2) (3-4-8) 


总 Hamilton & 
1 = flre, + AA, + 02 (3-4-9) 
由 初级 约束 A WEARER A, Hrt) ~ 0, 可 给 出 次 级 约束 , 即 
A, = e190,A) — Jue 0 (3-4-10) 


由 初级 约束 的 自治 性 条 件 (0H 1) 020, 可 给 出 确定 Lagrange 
WT uu 的 方程 ,而 不 导致 新 的 次 级 约束 ， 

不 难 验证 ,A 和 A; 为 第 一 类 约束 , GG = 1,2) 为 第 二 类 的 
R. 这 样 就 求 出 了 Lagrange 量 (3-4-1) 式 描述 的 系统 在 相 空 间 中 
的 所 有 约束 . | 

这 里 仅 分 析 了 系统 的 约束 结构 ,系统 量子 化 后 所 具有 的 分 数 
自 旋 性 质 将 在 第 六 章 中 讨论 . 

下 面 简要 说 明 Chern-Simons Lagrange 量 的 性 质 . 一般 情况 
下 ,Lagrange 量 的 密度 

2 


es 一 — etr d „ZA, + tA uÂ A, (3-4-11) 


规范 场 A, 取 值 于 规范 李 代 数 的 有 了 上限 维 表示 ,为 全 反对 称 , 且 
s 一 1. 对 Abel 规 范 理论 ,4. 对 易 , 因 此 (3-4-11) 式 中 的 后 一 项 
为 0. 在 规范 变换 ; 
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A, > AE =g 'A g +g Ig (3-4-12) 


se lA) >f csl A) 一 etg, tr(dgg 'A,) m 


Pen tr(g ‘agg Agg Jg) (3-4-13) 


对 Abel Chern-Simons 理论 ,(3-4-13) 式 最 后 -一 项 为 0, 因 此 作 
用 量 [= [dass 在 规范 变换 下 不 变 . 然而 ,对 于 非 Abel Chern- 


Simons 理 论 ,(3-4-13) 式 中 的 最 后 一 项 比例 于 群 元 素 g 的 绕 数 
(winding number). 因此 ,在 规范 变换 下 (具有 非 平凡 的 绕 数 ), 非 
Abel Chern-Simons 作用 量 改变 一 常数 ,这 个 性 质 对 于 研究 量子 
JẸ Abel Chern-Simons 理论 是 十 分 重要 的 . 为 了 保证 它 的 量子 跃 
XE 8 exp (i7) 在 规范 变换 下 不 变 ,Chern-Simons Lagrange 量 密度 
(3-4-11) 式 应 乘 以 耦合 常数 


Kk 一 一 - (3-4-14) 


式 中 为 整数 . 

在 电磁 学 中 ,Lagrange 量 在 Abel 规范 变换 下 是 不 变 的 ,而 在 
Abel Chern-Simons 理论 中 ,规范 变换 下 Lagrange 量 改变 一 散 度 
项 ,但 其 作用 量 不 变 , 这 与 电磁 学 中 的 情况 不 同 . 杨 -Mills 理论 的 
经 典 Lagrange 量 在 规范 变换 下 是 不 变 的 . 而 在 非 Abel Chern- 
Simons 理论 中 ,在 规范 变换 下 不 仅 经 典 Lagrange 量 发 生 改 变 ， 
而 且 经 典 作用 量 也 发 生变 化 .只 有 在 非 Abel Chern-Simons 
Lagrange 量 中 的 k—n/Ax 时 ,才能 保证 量子 理论 中 的 规范 不 变性 . 
对 非 Abel Chern-Simons 理论 ,在 规范 变换 下 ,不 是 它 的 经 典 作 用 
量 不 变 ,而 是 当 e—n/An 时 ,其 量子 跃迁 幅 在 规范 变换 下 不 变 . 以 
后 凡 涉 及 到 非 Abel Chern-Simons 理论 的 规范 不 变性 就 是 对 此 种 
意义 而 言 的 .这 也 有 别 于 杨 -Mills 理论 . 
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$3-5 Bb ÆR TRIE px 


用 奇异 Lagrange 量 ( 如 规范 理论 ) 描 述 的 系统 在 相 空 间 中 存 
在 回 有 约束 , 邑 为 约束 Hamilton 系统 . 虽然 约束 系统 的 Dirac 理 
论 及 其 在 场 论 中 应 用 的 研究 已 取得 了 相当 的 进展 ,但 该 理论 中 的 
某 些 基本 问题 ,至 今 仍 不 断 有 讨论 ,其 中 之 一 就 是 Dirac 猜想 . 该 
猜想 认为 ,系统 的 所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 变换 的 生成 元 ,由 它们 
生成 物理 态 之 间 的 等 价 变换 . 尽管 对 这 个 猜想 有 不 同 争 议 , 但 是 许 
多 重要 的 物理 系统 , 按 Dirac 猜想 ,尚未 导致 不 正确 的 结果 .本 市 
中 将 Castellani 的 讨论 略 加 修改 ,并 将 其 推广 到 场 论 中 , 导出 了 
规范 生成 元 的 形式 . 

设 场 的 Lagrange 量 密度 为 9 (9,4, (a — 1,2, m. 9 
的 正则 动量 密度 和 Hamilton 量 密度 分 别 为 2,23 97/2 ^ 和 :X= 


ng "一 (重复 指标 代表 求 和 ). 奇异 Lagrange 量 的 Hess 矩阵 
LH, E fb , BU 


? . - 


a * tz 

"IEEE: 
由 正则 动量 密度 定义 式 不 能 全 部 解 出 作为 Jy" 和 7 的 函数 . 设 
Hess 矩阵 的 秩 为 4 一 R, 那 么 正则 变量 yy“ 和 之 间 在 相 空 间 中 
存在 RAARD, g 

ACT) EO la = 1,2, R) (3-5-1) 
并 将 该 约束 称 为 初级 约束 . AP S RRT, KR EA E AR 
曲面 上 成 立 . 此 约束 Hamilton 的 正则 方程 为 


det! H| = det 


— 
< 


.. 6H 
P= Bx, HI (3-5-2a) 
! 5H 

(Om, — — E = (mH: (3-5-2b) 


67 


其 中 
Hr = H. + H, = |da. + XH) (3-5-3) 


式 中 ; Hr 为 总 Hamilton E; H. 为 正则 Hamilton & ; GO 为 
Lagrange f ;i*, RÆ Emm Poisson 括号 . 

由 初级 约束 的 自治 性 条 件 (05H 1) 020, 可 给 出 次 级 约束 ;由 
次 级 约束 的 目 洽 性 条 件 , 可 逐次 给 出 其 他 次 级 约束 灾 王 l, 
Hr) = 0, 了 直人 至 各 适合 

pr = {f7 Hr) = cap (xim) (3-5-4) 
HJ iE. 全 部 约束 可 分 为 两 类 , 即 是 说 ,如 果 一 个 约束 办 对 任意 约束 
p IJA (fap) = 0 (mod $.), MIR 网 为 第 一 类 约束 ,否则 为 第 二 
类 约束 . 

从 规范 变换 保持 系统 的 正则 方程 (3-5-2) 式 不 变 出 发 ,可 以 构 
造 规范 变换 的 生成 元 . 首先 考虑 系统 仅 含 第 一 类 约束 的 情形 . 设 系 
Zt B 39 27 (J^ ,zs, 久 ) 和 无 穷 小 规范 变更 后 的 “ 轨 线 ”(yF 十 名 ,Ks 十 
7 ,外 十 引 ) 均 适合 (3-5-1)、(3-5-2) 式 ,站 变更 后 的 “ 轨 线 ”方程 中 ， 
XT 8.5.6 等 小 量 展开 ， 并 利用 未 变更 的 轨 线 "方程 得 


~ 3 Ò H- p Ò FH 1 
Tu fa z| BI 5g P az, EP 十 5n, Òr, òr, 2 (3-5-5a) 
`&H ^ 
nD, ~ — [az | TL ETE Ef 4 - EDI 2 (3-5-5b) 
9$ <。 9 名 .- 
T Ee 3a. 7 0 (3-5-5c) 
将 规范 变换 的 生成 元 表示 为 
G = |d'z ej? Gly sr) (3-5-6) 


A B ej" — $6; Cr), B e; Cr) Jg I 25 BS FE OR DAC. 由 此 生成 元 产 
生 的 正则 变量 的 变更 为 
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. 06r 加 à; 
— (o *.Gj ~ 一 s , 7, 一 m, Xem 一 一 Va ( 3-5-7) 


将 (3.5-7) 式 代 人 (3.5-5) 式 ,由 c. Cx) 的 任意 性 得 


Yu + {G}, Hr} | =0 (mod $2) (3-5-8a) 


[Gi 十 {GH 门 二 0 (mod) (3-5-8b) 


(Gi pa} 一 0 (mod $2) (3-5-8c) 
因为 正则 变量 变更 后 的 轨 线 仍 保持 在 约束 超 曲面 上 ,对 次 级 约束 
V JR (61.251 0. 因此 所 有 Gi 可 取 为 第 一 类 约束 .由 于 系统 
仅 含 第 一 类 约束 ,(3-5-8) 式 中 可 用 H 代替 Ht, 从 而 得 递 推 关 系 


(GS, Ha = (mod $°) (3-5-9a) 
Gi + (GI, H.) =0 (mod $5) 

(k = 1,2, ,m) (3-5-9b) 
G= 0 (mod $9) (3-5-9c) 


Hi (3-5-9b) XX BLADI. GZ 可 从 Gi 导出 .从 每 一 个 初级 第 一 类 约束 
Gh 出 发 ,由 (3-5-9b) 式 可 逐次 求 出 GI HE G6 适合 (3-5-9a) 式 为 
止 .这 样 求 出 Gi 后 ,代入 (3-5-6) 式 就 可 构造 出 规范 变换 的 生成 元 . 
除 入 -型 约束 外 ,所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 生成 元 的 组 成 部 分 天 

当 系 统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 时 ,只 要 由 初级 第 一 
类 约束 导出 的 次 级 第 一 类 约束 系列 与 第 二 类 约束 完全 人 分开, 上述 
构造 规范 生成 元 的 方法 对 此 类 系统 的 第 一 类 约束 也 是 适用 的 . 

例如 ;在 超 导 理 论 中 ,电磁 规范 不 变性 自发 破 缺 . 有 质量 光子 
规范 不 变 的 Lagrange 量 -"1 


S= RE” + LG mA)- 
(3 “$ — mA") (3-5-10a) 
式 中 
F,,—23,A,— 9,.4, (3-5-10b) 
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$Cr) 为 标量 场 .相应 于 场 A,(x) 和 gzr) 的 正则 动量 分 别 为 


z (x) = d -二 一 Fx) (3-5-11) 
9 A,(X) | 

nlr) = 9 = (x) — mA? Gr) (3-5-12) 
9$ Cr) 


系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
Ww i lip loq. l 4 
一 十 J ?十 íT + > VY Vø + ,m A 
mA.9$ + A?(23,z, + mz) (3-5-13) 
初级 约束 
P = mz n0 (3-5-]4) 
总 Hamilton 量 
H, = [tz 十 2g?) (3-5-15) 
A AC) A Lagrange ET. 由 初级 约束 的 自治 性 条 件 , 给 出 的 次 
级 约束 
P = {P, Hr} = 93,2; + mz 7 0 (3-5-16) 
AOEU:; ub. 75H. df 4IR T.F H $9 8 $! 1859558 AR. TR C3- 
5-6)、(3-5-9) 式 , 求 出 的 规范 生成 元 为 


G =| d^z[&Cz) C23;7; + mx) — elx) or] = 
y 


[tzira re) + mre(x)] (3-5-17) 
由 这 个 生成 元 产生 的 变换 为 
SA, Cr) 一 (4Cz) G) — 3 plr), On" (x) 一 ! 
| (3-5-18) 
óó(x) = ilr), G} = me(x), ón(x) —0 
在 此 变换 下 ,系统 的 Lagrange ERA. 
又 例如 :电磁 场 与 旋 量 场 耦合 的 Lagrange 量 密度 
cz -—E, F" Ji^ (2, — ieA,)) —m d (3-5-19) 
X rn 
F*""-—g*A'— 9"A^" (3-5-20) 
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E 3 A". A pM ES 1E DU] 3E S zl dt 2 9 2D 


T, = 0 
m, — — Fy 
m, = iġ Y’ 
m; = 0 


系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
E, —, A" 4- jm, 十 "ET — gf 一 


ly, + A?(8!z, — ien,d) 十 y EF” 一 


y JJ 
x J?Y (29) 十 ien Y 9A* 一 imr YY 
X hx, — hpa) (m), jr; (Iopa) Cr). 初级 约束 为 
=t 
E = r — ip 0 
p = n ~O 
总 Hamilton 量 


Hi = |d'z Cf, HAP E Ade Ad) 


(3-5-21) 
(3-5-22) 


(3-5-23) 
(3-5-24) 


(3-5-25) 


(3-5-26) 


(3-5-27) 


(3-5-28) 


(3-5-29) 


式 中 ALALÀ A Lagrange 乘 子 .初级 约束 p0 和 $;220 BS A i8 TE 
条 件 给 出 的 方程 用 以 确定 乘 子 发 入 . 初级 约束 (3-5-26) 式 的 自 


洽 性 要 求 (9, Hy) ~ 0, 给 出 次 级 约束 
内 二 97ri 一 le 0 


(3-5-30) 式 的 自治 性 条 件 ,不 再 导致 新 的 次 级 约束 . 
将 约束 办 、5 和 册 做 线性 组 合 ， 


A: 一 加 + ie($oy + 9 $5 = 
9/z; — ie Crp + $ r3) 


(3-5-30) 


(3-5-31) 
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KERE, A = 如 和 A 为 第 一 类 约束 . 此 时 规范 生成 元 可 写 为 
G - dicte Gm Go — e(r) Iin; Cr) 一 


ien Cxr2d Ge) + d Gon; GE) (3-5-32) 
由 GG 产生 的 规范 变换 为 | 

9A" (x) = (A"Gr),Gj = 2"eCr) (3-5-33a) 

òr, (r) 一 0 (3-5-33b) 

óg (x) = 1e&Cr)dCx) (3-5-33c) 

óp(r) =— iec(z2f(x) (3-5-33d) 


显然 ,在 (3-5-33) 式 变换 下 Lagrange 量 (3-5-19) 式 是 不 变 的 . 
纯 杨 -Mills 场 的 正则 形式 表述 中 ,在 相 空 间 中 系统 存在 两 个 
第 一 类 约束 ( 见 $ 3-3), 即 


E = w a (3-5-34) 
$ = 3;x,— gf Afr, ~ 0 (3-5-35) 
从 初级 约束 BA. TEC- 5-90 3X8 
Ga = $a (3-5-36) 
Gs 一 一 内 十 [dyes Gi f (3-5-37) 


从 (G, H} = 0 的 要 求 ,wz 可 以 确定 为 
Quy (Tyy) 一 一 fA (x 一 y) (3-5-38) 
这 样 , 杨 -Mills 理论 的 规范 生成 元 为 
Geet, = [es e GO + fA + 
eCe) ont] = jdaDmDeG)] (8-5-39) 
此 生成 元 产生 规范 变换 为 
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0A, = 23 ,€'—f e AT, i 

Ox, = ffn | 
Æ C3-5-400 XX AM y, 25 M TF li £5- Mills 32] Lagrange 量 密 度 是 规 
iü AA IH. 


(3-5-40) 


$ 3-6 正则 Noether 定理 


由 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 在 相 空 间 中 存在 固有 约束 ,为 
约束 Hamilton 系统 , 它 在 物理 学 许多 领域 中 广泛 存在 . 约束 理论 
在 场 论 中 ( 杨 -Mills 理论 ,引力 理论 , 超 对 称 和 超 引 力 、 弦 ( 膜 ) 场 论 
等 ) 占 重要 地 位 ， 

动力 学 系统 对 称 性 质 的 研究 ,通常 是 基于 Lagrange 体制 ,在 
位 形 空 间 中 进行 分 析 , 经 典 Noether 定理 及 其 推广 , 均 是 在 位 形 空 
I] p ultr BU. 然而 ,动力 学 系统 的 量子 化 通常 是 由 正则 变量 来 实 
H. HT APR Lagrange 量 系统 在 相 空 间 中 存在 约束 ,该 系统 的 量 
子 化 写 系 统 的 约束 结构 密切 相关 . 为 了 进一步 分 析 约 束 Hamilton 
系统 的 正则 结构 和 约束 性 质 , 人 研究 该 约束 系统 在 相 空 间 中 的 对 称 
性 质 是 十 分 必要 的 . 对 于 奇异 Lagrange 量 描 述 的 有 限 自 由 度 系 
统 ,在 相 空 间 中 有 限 连续 群 和 无 限 连 续 群 下 的 对 称 性 分 析 , 在 上 一 
章 中 已 讨论 ”这 里 研究 场 论 中 约束 Hamilton 系统 的 正则 对 称 
HE mU. 

设 场 的 Lagrange 量 密度 Z — £^ (e*,9* (a — 1,2,…,n) 不 
显 含 时 空 坐标 . 场 的 Lagrange 量 为 "和 o Biz gg ^? , BI 


L[e*,o*] = | d'rg (3-6-1) 


用 Legendre TEARS LA HR BS TE DUI E E 1,—0L/8^ ,并 定义 场 的 
Hamilton t 


H.|9*,2* | = | ever. — | dz" — ££) (3-6-2) 
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这 样 可 将 对 场 的 Lagrange 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 ,重复 指标 
代表 求 和 ,系统 的 正则 作用 量 


P= | Pd — ACIE — [dec — 2€.) (3-6-3) 


(1) 对 于 正规 Lagrange 量 系统 ,其 Hess 4E [UE Jj i EX 09 L1? y 
空间 中 独立 变量 et Ce) Hz GO B9 17 ER. 
现在 研究 正规 Lagrange 量 系统 在 相 空间 中 的 对 称 性 质 . 首先 
考虑 正则 作用 量 在 时 空 坐 标 、 场 量 及 共 恩 动量 的 有 限 连续 群 下 的 
变换 性 质 . 该 群 含有 限 个 群 参 数 ,其 无 穷 小 变换 为 
r“ —> x! = q" + Aa" = q" + ESTI (x59^ m.) 
plr) = Qe" (r) = 9*G) + Ag* Ge) = 
PCL) H EET CE; P, Na) > (3-6-4) 
NaCL) — m (x) = XX) + Am)-— 
T,(r) 十 ECL; P", Ta) 
式 中 ; Elo — 1,277) 为 独立 参数 jr ET e ON xum. HJ BR 
数 . 假设 相 空 间 中 的 Lagrange 量 密度 £7" 在 (3-6-4) 式 的 变换 下 改 
变 为 一 个 四 维 散 度 项 3. Q^ ,其 中 O"—6,0" (7:9 2 ,那么 有 中 
Jose d'a + 3, C^ &z^)d'a = ID (dix (3-6-5) 
式 中 6 代表 定 域 (实质 ) 变 分 .为 了 计算 (3-6-5) 式 左 端 第 一 项 ,将 
整个 空间 分 成 许多 小 格子 ,第 i 个 格子 的 体积 元 记 为 AV G4) , 场 量 
pl) TE IW A Bloc EB PS fied oio. 对 应 于 9:0) AHH a) 
量 记 为 GO. 对 离散 系统 有 (而 》2-1) 
fora - [8| e: 一 x n 
aH 
99; 
由 于 5:00 = 010)AV G.M AVG) 0,9100 — 9" QG2,niQ)- 


e:| — ps — | T MC (3-6-6) 
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Talr), JFH 


HO pn 1 oH i 
0p" waro AV G) 34£Q) 
: (3-6-7) 
òH —— m ] aH | 
O7, B AvG «o AV (1) à m, (t) ) 
所 以 , 04 AV GO) — 0 Bf. (3-6-6) 式 化 为 
Jaco d'a = [d'a on. pr o s] 十 
a EE _ oH d i 
60 | T sz 十 J; 099 ) | (3-6-8) 


式 中 
| 0p" = Ag* — g^, Ax", ÒT, = Az, — T, pA" (3-6-9) 
重复 指标 代表 求 和 . 对 时 空 指标 求 和 时 ,其 希腊 字母 由 0 一 3, 拉 了 丁 
字母 由 1 一 3， 
将 (3-6-8) 式 代 和 人 (3-6-5) 式 ,并 利用 系统 的 运动 方程 


o 9H. . 0 9H. 
Q = Bx." T, 一 : 一 Y (3-6-10) 
得 |a'z[ Z obe + 3, (L z^ 一 a» |= 0 (3-6-11) 


在 四 维 时 空中 取 一 柱 体 , 柱 轴 沿 t 轴 方 向 . 设 下 底 Vif tS 
E F, ER VIK 1==t; 的 超 平面 . 在 此 四 维 柱 体 上 对 (3-6-11) 
式 积分 ,利用 四 维 Gauss 定理 及 柱 侧面 趋 于 无 穷 时 场 为 0 的 条 
f 08 


| d'r[z,(£7 — g, — JE." — O] = const 


(0 = 1,2,,7) (3-6-12) 
这 样 就 得 到 了 场 论 中 正规 Lagrange 系统 在 相 空 间 中 的 正则 
Noether 和 定理, 即 如 有 果 在 (3-6-4) 式 变换 下 ,系统 的 正则 Lagrange 
量 密度 AU 改变 一 个 四 维 散 度 项 ,那么 该 系统 就 存在 7 个 用 
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Hamilton 变量 表述 的 守恒 律 (3-6-12) 式 . 将 Hamilton 变量 转换 到 
Lagrange 变量 ,守恒 律 (3-6-12) 式 可 化 为 位 形 空间 中 经 典 
Noether 定理 的 结果 .在 一 些 具 体 问 题 中 , 绎 " 在 相 空间 中 具有 一 
定 的 对 称 性 ,但 红 在 位 形 空间 中 却 不 明显 呈现 出 这 种 对 称 性 , 此 
时 ,利用 相 空 间 中 Noether 定理 便 可 导出 Hamilton 动力 系 的 守恒 
律 . 这 种 情形 下 的 经 典 力学 中 的 实例 上 章 已 讨论 ,但 值得 注意 的 
是 ,守恒 律 (3-6-12) 式 中 不 含 (3-6-4) 式 中 的 7. xXx dé h T HE gu ze 
XA(X) Æ rp r) p a) 等 变量 的 函数 . + 和 9"(x) 的 变换 完全 确 
定 了 mC) 的 变换 , 即 y UTE UI SUBIRE. 
(2) 由 于 奇异 Lagrange 量 的 Hess 矩阵 的 行列 式 
_0L 

apròp? | - 
因而 ,由 正则 动量 密度 的 定义 ,不 能 全 部 解 出 gpg“ 作为 pg I S 
图 数 . 设 Hess 矩阵 的 秩 为 2 一 尺 , 那 么 正则 变量 之 间 存 在 民 个 约 
束 条 件 , 即 


det | H al = = det 


(3-6-13) 


PSPTN) = 0 (a -]1,2,.'- AR) (3-6-14) 
并 将 这 些 约束 称 为 初级 约束 .此 约束 Hamilton 系统 的 运动 方程 为 
OH 
= Sx. = (9*, Hx) (3-6-15a) 
OH 
4, 一 一 Ti — (Ras Hr? (3-6-15b) 


AP. H: 为 总 Hamilton &, 
Hr: = H. + H, = L d^rC2f. + À pa) (3-6-16) 


其 中 心 (z) ÀJ Lagrange 乘 子 ;(*，,*}) 代 表 场 论 中 的 Poisson 括号 ， 
=Í dez | ðu Ov Ou ÕU 


~ 


| õp" óz, Om, S09” 


(3-6-17) 
R 5E RO TE DU TE FERE 
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p= | ?Jrdt = [t'as — [dz Ge" —4.) (3-6-18) 


考虑 时 空 坐标 和 正则 变量 在 有 限 连 续 群 下 约束 Hamilton 系 
统 的 变换 性 质 , 其 无 穷 小 变换 为 


rp" = qf + Ax" = q" + ET" lr; p°, Ta) 
p” Ox )-—9'G)-- Agl) = 


PCT) 十 EETL; P, Ta) (3-6-19) 
T) = A(X) Arr) = 


TCT) + Esa (15^ ,Ao) 
式 中 so(c 王 1,2， 


,7 为 无 穷 小 任意 参数 , 假设 在 (3-6-19) 式 变换 
下 ,Se 的 变更 为 ASA? =a A, M RSEN. 由 (3-6-18)、(3-6-19) 
式 有 

Ju 


OIP 
òr, 


Òr, t Ses 07 + 3,C(GZP? x^") 十 


d " a 
下 (re 99 ) = Jg, Q 


(3-6-20) 
A 
| àP ôH. 3 EN " òH. 
5m. — — Bn. 5o" 一 一 jt, I (3-6-21) 
Om, = AT — 7, 


„Or“, 09^ = Agp — q^,0x" (3-6-22) 
假设 约束 方程 (3-6-14) 式 在 (3-6-19) 式 变换 下 所 确定 的 实质 变 分 
S69“ 和 Sx。 不 变 ， 


099 一 ^f. On “十 可 2r, = 0 (3-6-23) 
fil JH Lagrange 3E T- 4,2 


A (3-6 2 Gand Hamil- 
ton 系统 的 运动 方程 (3-6-15) 式 得 


(£f? òx" — Q) 十 TO 09^) = 0 


(3-6-24) 
这 样 就 得 到 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系 统 正则 形式 的 Noether 第 
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一 定理 , 即 如 果 在 (3-6-19) 式 变换 下 ,约束 Hamilton 系统 的 正则 
作用 量 不 变 , 且 约束 方程 (3-6-14) 式 在 (3-6-19) 式 所 确定 的 实质 变 
分 下 不 恋 ,那么 此 约束 Hamilton 系统 存在 > 个 守恒 律 , 即 


| d^r[z,(" — pT) 2,1" — (| — const 
V 


(a = 1,2,. ,7) (3-6-25) 
这 个 结果 是 文献 [17 在场 论 中 的 推广 . 
在 内 部 变换 (56x, 二 0) 情 形 下 ,由 (3-6-9) 式 可 见 , 正 则 变量 的 
总 变 分 与 实质 变 分 相等 ;而 在 一 般 情 形 下 (3z, 和 0),(3-6-23) 式 要 
求 约 束 方程 在 (3-6-19) 式 变换 下 所 确定 的 正则 变量 的 实质 变 分 
Sp“ 和 òm. 是 不 变 的 ,而 不 是 约束 方程 在 (3-6-19) 式 变换 下 所 确定 
的 正则 变量 的 总 变 分 Ap “和 Ax 不 变 .只 有 要 求 约 束 方 程 在 (3-6- 
19) 式 确定 的 正则 变量 的 实质 变 分 下 不 变 , 才 能 导出 (3-6-25) 式 ， 


$3-7 声 子 场 .电子 场 和 电磁 场 的 相互 作用 


电子 - 声 子 系统 ( 极 化 子 ) 是 金属 BCS 理论 的 基础 . 从 能 量 角 
度 考虑 电子 和 声 子 的 相互 作用 ,已 给 出 了 相应 的 Hamilton &U. 
近来 对 (1 十 1) 维 时 空 情形 研究 了 用 奇异 Lagrange 量 来 描述 电子 - 
PSY UU. 8 X Lagrange 量 描述 的 系统 在 相 空 间 存在 固有 的 
束 ,文献 [23] 中 按 约束 系统 的 Dirac 理论 ,分析 了 该 系统 的 正则 量 
子 化 ,这 里 将 其 推广 到 更 一 般 的 情形 洒 . 考 虑 (1 十 3) 维 时 空 情形 
下 ,对 相互 作用 的 声 子 场 . 电 子 场 和 电 和 磁场 系统 用 奇异 Lagrange 
量 来 描述 ,此 时 系统 不 仅 含 第 二 类 约束 ,同时 也 含 第 一 类 约束 .用 
正则 Noether 定理 导出 了 时 空 对 称 下 的 守恒 量 ， 

电子 场 和 电磁 场 的 相互 作用 ,通过 3 一 (av 一 je4.) 来 引进 ,这 
样 对 (1 十 3) 维 情形 , 声 子 场 . 电 子 场 和 电磁 场 系 统 的 Lagrange & 
n[ tj Jj 
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4 = PB Ep GIO, T eA) + 


1 les , 
2m V — eA) dde a) 十 5 [a glt, x)? + 


FDE — gq)g DPD (3-7-1) 


式 中 :y(t,x) HETH; 40x) HETH; F. A B RH R RE. 
H F,,— 3,A, — 9,4,, 其 中 A, = A,x) = (0, X) AG. x)) 
(pv 70,1,2,3)5 s H g 为 参数 . 

HB, FH. AF T A iem as rl 


, 
,一 9v i" (3-7-2a ) 
à 
my = IL = 0 (3-7-2b) 
gy" 
n =? = (3-T-2c) 
dq 
m^ = ud —— p (3-7-2d) 
JA, 


系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
c, 一 Ti 十 m: d 十 mq— x, A" 一 f = 


l l n ， ] ，， 
Pu — A,9,7; + aaa 一 ed Ay 一 2m € V 一 
ied)? jy 十 lm — 250a» + 8qQ9' 9 (3-7-3) 


由 (3-7-2) 式 可 见 ,系统 存在 的 初级 约束 分 别 为 
$ = m, — ij^ a~ 0 | 
$; — m, 0 | (3-7-4) 


$i = r’ ~ O 
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其 总 Hamilton & 
Hr = [ertor HASHAR HAR] (3-7-5) 
AP Ax) Ax) A AG, 57902; Lagrange ÆT. 利用 初级 
约束 S0 AARAL, Hoan., Aa EE), H 
(3-7-4). (3- 7-5) 3418 
ià, Av — ed* A, + TAA Hieyg «Ac 


ie F * (' A) — VA gp) — gap’ (3-7-6) 
由 初级 约束 如 的 自治 性 条 件 给 出 


, l | 
14 7 — eA, 一 om. V Y — levd* A — 


ie V * (9A) — e'A*4 ] + gay (3-7-7) 
可 见 , 办 和 家 的 自 洽 性 条 件 不 导致 新 的 次 级 约束 ,而 是 确定 了 
Lagrange RTF AL Hl A,. Hi 9) ZR 2/138. 盎 的 目 洽 性 条 件 可 给 出 次 级 
约束 , 即 
$ =3m egga (3-7-8) 
次 级 约束 上 的 自治 性 条 件 给 出 
[yop — p Vy] — 5v «Qnam + 
eà g” + eA z0 (3-7-9) 
将 (3-7-6)、(3-7-7) 式 代 人 (3-7-9) 式 得 一 平凡 的 等 式 , 从 而 不 产生 
新 的 约束 . 
KAR 91.9550 内 做 线性 组 合 , 设 
A —$ + iehi + 9 $5 = 
Im; — lepry H p*r) 7 0 (3-7-10) 
并 记 A 70,0, =p h= p. 不 难 验 证 ， 
(AA) 282 0,140) ~ 0, {40} 520 (3-7-11a) 
(0,,A,) = ieĝb,ð (x — y) œ~ 0 (3-7-11b) 
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(b, A} = 1e0,6(x — y) 70 (3-7-]1c) 
(0.0) = 18x — y) (3-7-11d) 
可 见 ,Al、A; 为 第 一 类 约束 ,01.0; 为 第 二 类 约束 . 

系统 的 正则 Lagrange 量 密度 7" 和 约束 均 不 显 含 时 空 坐标 ， 
它们 在 时 空 的 平移 和 转动 下 均 是 不 变 的 . 

在 空间 和 平移 下 ,由 于 空间 同一 点 场 的 值 相同 , 风 (z ) 二 ar), 
因此 (3-6-25) 式 中 如 一 0, 此 时 c — 0. 根据 (3-6-25) 式 可 得 系统 的 
动量 守恒 , 即 

p 一 一 dzc, VA“! +r, yo +r, Vq) = const (3-7-12) 

ft i E F TF .c7—0G-—1,2.3). 根据 (3-6-25) 式 ,在 约束 超 
曲面 上 得 系统 的 守恒 能 量 


” 3 1 2 l 3 3 和 » Oo o Z 
EIER y EaFa = S- [L(V — ieAY Jy 十 


30 -一 ET Vg? 十 aad d — const (3-7-13) 


TE 2s ja] f Bl F c" —0. 由 (3-6-25) 式 得 系统 的 守恒 角 动 量 524 


JA, 9A, ， 
Jj SEELE Jz. (074 n T d 2.44) pA T 


— 3t 十 n [n 22 — z, 24 | (3-7-14) 


L; 二 一 
J 
di; 9 Ti) 


式 中 
(2 ) ,= gg Embor (3-7-15) 
系统 的 正则 Lagrange 量 和 初级 约束 在 下 列 整 体 U(1) 群 变 
换 下 不 变 : 
JG)-—e'"j(x), myr) = emr) — (3-7-16) 
A e HU) 群 参数 .由 (3-6-25) 式 得 电荷 守恒 , 即 


Q = el dizy* (TYX) = const (3-7-17) 


LÀ 
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以 上 4 个 守恒 量 p.E Ja M Q 也 可 以 从 位 形 空 间 中 的 经 典 
Noether 定理 导出 … ,得 到 同样 的 结果 . 


$3-8 正则 Noether 恒等式 ( 定 域 变换 ) 


传统 研究 系统 在 无 限 连 续 群 ( 定 域 变换 ) 下 的 不 变性 是 在 位 形 
空间 中 给 出 的 中 ,该 不 变性 导致 系统 作用 量 的 泛 函 微 商 间 存 在 的 
某 些 微分 恒等式 (Noether EFA). 这 里 研究 系统 在 相 空 间 中 十 
域 变 换 下 的 性 质 . 

在 有 质量 的 杨 -Mills 场 论 中 (Lagrange 量 中 直接 引入 质量 
项 ) ,在 规范 变换 下 Lagrange 量 一 般 是 变更 的 ;Fermi 场 和 规范 场 
的 规范 不 变 Lagrange E E Fermi 场 的 手 征 变换 下 是 非 不 变 的 ; 
BRS 不 变 的 Lagrange 量 在 规范 场 的 单独 变换 下 也 是 非 不 变 的 . 
因此 ,研究 定 域 变 换 下 非 不 变 系统 的 性 质 是 必要 的 . 这 里 讨论 系统 
在 正则 形式 下 的 无 限 连续 群 下 的 性 质 , 此 时 寻 致 正则 形式 的 广义 
Noether 恒等式 ,在 量子 场 论 中 相当 于 Ward-Takahashi 恒等式 . 

现 考虑 正则 形式 的 无 穷 小 变换 

TI" — x" Re Gr) =I" cc AZ 499 ,we Cr) 

Q” (x9) —9* (x)-S;e (1) —9* GO H-B2?8,9€ (x) p (3-8-1) 

zr )egm GMT L) =n) HCR 3,59€) 

AP: 6D HARMES ISTE. H 01.2, 7; ALB.C 等 系数 


3979 x.9* n. BJ ER CL HE 
y(n) 一 0O…A0， 9 on) 一 d ven) 一 ddg…dgig。 (3-8-2) 
- , 


Hn Hn 
在 (3-8-1) 式 变换 下 ,假设 正则 Lagrange E £7? 的 变更 为 


6527» — 3 CAE) H U,e (3-8-3) 
其 中 At 和 U, 均 为 线性 微分 算 符 ， 
Aj = fOD (3-8-4) 
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U, = UPI n (3-8-5) 

系数 fu FIJA rp n. 的 函数 . h (3-6-20), (3-6-22), (3-8-1), 
(3-8-3) 式 有 
Sr 


Sa. CI, 一 Hea, Pie 


— QL, R2)E 十 


HERG — q^,RD E] + 3, CERE) 一 


3 CAFE) H U,e’ (3-8-6) 
将 (2-5-6) 式 在 四 维 时 空 区 域 C 上 积分 ,利用 关系 式 
A’V9 we = (— 1) (9 (o) Jer 十 


n—] 


2,C 13,[25,47? (2. ; 5€) ] (3-8-7) 


将 (3-8-7) 式 代入 (3-8-6) 式 并 将 所 得 结 采 积分 后 骨 做 分 部 积分 . 由 

于 €GO 的 任意 性 ,可 选 e (zx) 及 其 所 需 的 各 级 偶 微 商 在 区 域 边 需 
上 为 0, 这 样 利 用 Gauss 定理 ,所 有 表面 项 均 为 0; 再 根据 e (x) 的 
任意 性 ,可 得 > 个 微分 恒等式 9, 即 


~ èr) 一 | Bl Sm 
T. m Rim. E 十 S: EU |- 


Ri g, A = U,O) (3-8-8) 


式 中 Ri SET af U, 分别 为 RSs、.Ts 和 UU, B9 4E BER RE. 
B - 


| fRigd'z = | g Rzfd'z + Cs (3-8-9) 


式 中 :fg AxEXTEESEG 上 的 函数 ;人 js 为 相应 的 表面 项 (在 区 
域 边界 B 上 的 积分 ). 这 样 就 得 到 正则 形式 的 广义 Noether 第 二 
定理 , 即 如 果 相 空间 Lagrange E 经 " 在 无 限 连 续 群 的 无 穷 小 变换 
(3-8-1) 式 下 ,其 变更 由 (3-8-3) 式 决定 . 那么 , 必 存 在 r 个 含 T? 泛 
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PK jx d EJ TH. EA (3-8-80 XXL HA AAR DL IE MJE XH Noether fü 
等 式 . 

这 个 结果 也 是 文献 L17 | 在 场 论 中 的 推广 . (3-8-8) 式 的 成 立 与 
场 量 pq“ 和 zs 是否 适合 运动 方程 无 关 . (3-8-8) 式 表明 , 泛 阴 人 微 商 
6I" /Sp“ 和 61" /àz, 之 间 和 存在 着 一 定 的 关系 . 

M £jJ94 Hamilton 系统 的 Hamilton 量 和 约束 方程 给 定 后 ,将 
约束 方程 结合 (3-8-8) 式 ,可 以 给 出 正则 变量 以 及 Lagrange $F 
间 更 多 的 关系 式 ,或 者 给 出 Dirac-Bergmann 求 次 级 约束 的 程序 应 
终 填 的 那 一 步 . 

下 面 人 简单 讨论 一 下 定 域 正则 Noether 恒等式 在 杨 -Mills 场 论 
中 的 应 用 . 由 于 杨 -Mills 理论 中 的 规范 变换 可 写 为 

òr“ 一 0 
69° (7) = be (x) + br 283, G) (3-8-10) 
óm,Cr) = c, €x) 
AP eG) AN ERRERA. 系统 规范 不 变性 导致 的 正则 
Noether 恒等式 为 


| ce ges "d 
这 样 , 就 得 到 了 泛 函 微 商 917/99 ^ S/n, 以 及 它们 导数 之 间 的 关 
系 式 . 这 表明 对 规范 不 变 系 统 , 泛 图 微 商 917/09 ^ I 61°/sx。 之 间 
彼此 是 不 独立 的 . 
在 (3-8-10) 式 定 域 变换 下 ,正则 作用 量 不 变 的 系统 有 基本 恒 
等 式 


2, pe (3-8-11) 


p P 
SI se" 十 b 8,67) 十 cut 十 
09 ÒT, 


C [r Ge T-bP3,€)]—0 (3-8-12) 
用 e GO Æ CG-8-1DD. 式 , 将 所 得 结果 与 (3-8-12) 式 相 减 得 
84 


"nao je +g [re 人 (pe + ba, = 0  (3-8-13a) 


相 空 间 中 的 正则 Noether 恒等式 (3-8-11)、(3-8-13a) 式 均 与 
Pin 是 否 适 合 系统 的 运动 方程 无 关 . 考 虑 一 约束 Hamilton 系统 ， 
它 的 运动 方程 是 由 扩展 Hamilton 量 


He—H.H,— [recor 4X d) 


Se iB B HF 4. 79 BUR SS — 2E ER. 沿 着 此 约束 Hamilton 系统 运 
动 的 轨 线 ,正则 Noether PERAGI 8-11) 可 化 为 
SH 6H, 
Cur so 5 Bo 7 "n PI | 
(3-8-13b) 式 可 能 给 出 非 平 几 的 结果 ,例如 此 给 出 场 的 正则 变量 和 
Lagrange 乘 子 的 关系 . 将 正则 Noether 恒等式 用 于 色 动 力学 ,就 
会 出 现 这 种 情况 中 ;用 于 电磁 学 ,(3-8-13b) 式 将 变 为 平 几 的 等 式 . 
由 位 形 空间 经 典 Noether 恒等式 可 以 证 明 : 规 范 不 变 的 系统 
必 会 Dirac 25 ÀJ, 利用 正则 形式 的 Noether 恒等式 ,也 可 以 证 
明 : 某 些 非 不 变 系统 也 具有 Dirac WR. 
设 系 统 在 下 列 无 穷 小 变换 


(3-8-13b) 


t o 


X =X 
pz )-—g'G)- be (rx) 579, «| (3-8-14) 
m Vx) —nmG)- c) 
下 Lagrange & £^ WEEN 

OL? = (ua + ud, T u293,9,)e€' (x) (3-8-15) 
AP u M ui H x o" A r RR uU 2g x48 o^ RAR. 例如 某 
些 有 质量 杨 -Mills 场 论 模型 所 就 属于 这 种 情况 .这 时 广义 
Noether 恒等式 (3-8-8) 式 为 


8H., .66H. 
ZU Òr, | |- | 
2, oo T, 一 Be | 一 
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Us — d Us F 9 ,0.u7 (3-8-16) 
注意 到 x 的 定义 有 
PL .9 
= 一 — o : 
Jp Jg” 09^*29g* 
HT otB FEX TE,CI-8-160 X P o" eii Dr EST [8] fo Hg En] 390 27 
应 为 0, 而 与 其 他 项 无 关 ， 


g^ (3-8-17) 


SL g 


by 一 一 一 一 0 一 10 (3-8-18) 
õp" S97 
(3-8-18) 式 对 任意 o? 的 三 阶 时 间 微 商 均 成 立 , 于 是 有 
SL 
p*H.s=0 |Ha = n 3-8-19 
l f ap CEP 


由 于 o7. 不 全 为 0( 如 规范 变换 ),(3-8-19) 式 表明 det | H4 | — 0, BH 
Hess 和 矩阵 是 退化 的 ,系统 具有 Dirac HR. 

对 于 正则 形式 规范 不 变 的 系统 ,利用 正则 Noether 恒等式 作 
类 似 讨论 可 知 ,系统 具有 Dirac HR. | 

由 以 上 分 析 可 知 , 初 级 约束 不 来 源 于 系统 的 运动 方程 ,次 级 约 
束 是 由 约束 相 容 性 条 件 导 出 的 ;而 约束 的 相 容 性 条 件 不 来 源 于 系 
统 的 定 域 不 变性 质 ,离开 约束 系统 运动 的 轨 线 , 相 容 性 条 件 不 一 和 定 
成 立 . Dirac-Bergmann 计算 次 级 约束 的 程序 ,只 有 在 约束 的 超 曲 
Bi Er morb. 

利用 正则 Noether 恒等式 ,在 茶 些 情形 下 ,6 可 以 导出 强 守恒 律 
和 弱 守 恒 律 . 设 系统 在 (3-8-14) 式 变换 下 正则 Lagrange 量 密 度 
c 的 变更 由 (3-8-15) 式 给 出 . VUES 

z uod I HOFA, )e tia Spr. (b; 十 bra )e |] = 

(us 十 zf9 H UEI pE (3-8-20) 

用 ecr) R (3-8-160 R, 并 对 o Alor 求 和 ,然后 将 所 得 结果 与 
(3-8-20) 式 相 减 . 当 wu? 对 于 指标 py 和 vv 对称 时 得 
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P 
PIG or^ — u — 9,ur 十 ra. e |+ 


09 
C [n, Gt + rà De] — 0 (3-8-21) 
将 (3-8-21) 式 在 t— const 的 类 空 超 曲 面 7 上 积分 得 强 守恒 律 , 即 
J = | jeda = const (3-8-22) 


式 中 

"ES - — u? — 2, 4 u3, + a(b 2-022.) (3-8-23) 
在 导出 (3-8-22) 式 时 ,未 利用 系统 的 运动 方程 ,因此 , 强 和 守恒 律 (3- 
8-220 XX] B sr. 5j o M n, 是 否 适 合 运动 方 程 无 关 . 

设 无 限 连续 群 有 子 群 , 且 s(z) = &$55GO. 其 中 总 为 连续 群 的 
数值 参数 ; Cr) 为 给 定 的 函数 .此 时 由 强 守 恒 律 (3-8-22) 式 ,得 

Jo = | eda (3-8-24) 

设 系 统 的 运动 方程 (正则 方程 ) 由 He— H.—H,8 0.354.153 23 
束 系 统 运动 的 轨 线 ,由 (3-8-23)、(3-8-24) 式 可 得 弱 守 恒 律 , 即 


Jz -| T L SH, — u$ — 3 u” + u?'8, + 
V Ôp 


Xs(bs 十 ba.) ez) — const 


(p = 1,2,,7) (3-8-25) 
在 规范 场 理 论 中 ,为 了 导出 规范 不 变 的 能 量 动量 张 量 ,所 采用 的 规 
范 协 变 平移 群 就 属于 这 种 子 群 91. 类 似 的 情况 在 研究 规范 不 变 的 
角 动 量 张 量 时 也 会 出 现 . 

由 此 可 见 , 在 某 些 情形 下 ,正则 形式 的 Noether E $ 3X i8 25 2t 
运动 的 轨 线 可 化 为 弱 守 恒 律 ,即使 是 Lagrange BEEREK TE 
非 不 变 的 情况 ,也 可 得 弱 守 人 恒 律 .这 种 导致 守恒 律 的 程式 和 正则 形 
AK Noether 第 一 定理 是 完全 不 同 的 ,Noether 第 一 定理 是 有 限 
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连续 群 下 的 不 变性 所 决定 的 守恒 量 . 从 正则 Noether fE 85 5X; n] 5j 
出 系统 运动 的 守恒 量 , 给 出 一 个 求 守 恒 律 的 新 方法 ;将 这 个 结果 用 
于 杨 -Mills 场 , 可 导出 有 别 BRST 荷 的 新 的 守恒 荷 '*1. 

下 和 面具 体 讨论 正则 Noether 恒等式 在 Abel 和 非 Abel 规范 场 
论 中 的 应 用 . | 


$3-9 Abel 3423635 5E far FB. Bose 1538 


电 WEE A, Cc) CAbel 规范 场 ) 与 荷 电 Bose 325 g(x) 耦合 的 
Lagrange t& 9f HF 
l 


L=- FoF” 


3 [G,—ieADg]' (2,—ieA^)9 -V (p g") (3-9-1) 


式 中 

F, = 3A, — 3A, 

V(oe') = upp" + je y (3-9-3) 
当 40H #0}, g(x) 场 描写 的 Bose 子 有 质量 并 具有 自作 用 ; 
当 BOB ADOBI ER VO") 为 Higgs 势 .Lagrange 量 (3-9-1) 式 
dE UCODO 规范 变换 下 是 不 变 的 . JURE 97) 记 为 PCz) =7(x)e 
若 以 新 场 7Cz) 81000 代替 原 有 场 P(Cz) 和 2 *(x), 那么 ,用 新 场 表 
示 出 的 Lagrange 量 为 

L 一 一 二 FE， — APAGA, -VM 一 


FF(9,0) 0) 十 A,j" + LemA,A" (3-9-4) 


式 中 
j" — — ey (2*0 + eA") (3-9-5) 
88 


"—— T Dp EE D 


Lagrange &E(3-9-4) 3X fE F J) xe 2, AB 
A lr) > A'r) = A,r) d- 83,6) 
2(x)— 7 (Xx) = 40x) (3-9-6) 
Ü(r)-— 0 Cr) = lr) + eelr) 

下 不 变 . 场 量 4A,(x)、7(x) A OC) TB Ww EJ E DLE 88 a E a 9 


n^ 一 9 —— p (3-9-7) 
9 A, 
s, = 2 = 907 (3-9-8) 
97 
m9 p90 + eA) (3-9-9) 
30 
初级 约束 
P =r 0 | (3-9-10) 
正则 Hamilton & 25 HE 
2 mA, 十 ri 十 ro0 一 22 一 


l Ì 1 1 
pu — 4,8,7; + A {af 十 2 T pt UT 


eA, 十 PLACIOTCIO 十 3 (97) (9049) n 


V Op 十 eA, 9,0 + zeA, (3-9-11) 


由 初级 约束 的 自 洽 性 条 件 {m Hs) ~ 0( 其 中 Hr = |dzCee + 
An)», 导出 次 级 约束 
$ = A;n; H enga O (3-9-12) 
此 时 ,系统 再 无 其 他 约束 . d 4.98 $9 A58 —28 73. 
正则 Lagrange ERE A 在 下 列 相 空间 中 的 变换 
8A,—S,£(x)—2,€(x), 7(7x)=0 
60— SO(X)=ee(xr), óm"—0, ó-,—0 (3-9-13) 
Sns—=Te(x)=2e7y90e(r) 
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下 不 变 , 此 时 (3-8-8) 式 成 为 
6H. 


epu 


T |i 


EEPELLIZUE 


mee 


: òH. 


= 0 (3-9-14) 


对 于 规范 不 变 系统 ,Dirac ARAC, RA Joe d Ea BE 
HE Hamilton & H 导出 ,而 


H:= H, + H, = [aer + Ar? + ulam Her] (3-9-15) 
AP AC) A 6C 均 为 Lagrange ÆT. 2438 2] 9x Hamilton 系统 
运动 的 胃 线 ,(3-9-14) 式 化 为 


npit ~ èH, , —8H, 
^ BÀ. sg =O (3-9-16) 


将 (3-9-13)、(3-9-15) 式 代入 (3-9-16) 式 ,得 
aou Go) Pr) | = 0 (3-9-17) 
(3-9-17) XX, XX BH. Hamilton 量 中 与 次 级 第 一 类 约束 相 联 系 的 
Lagrange T KRCz)， 使 得 u(r) TC) 量 不 显 含 时 间 . 
对 于 自由 电磁 场 Dirac 猜想 成 立 . 沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 ， 
正则 Noether 恒等式 成 为 平凡 的 等 式 ， 
对 Proca 场 A, 与 外 源 ;" RaR) Lagrange 量 密度 


L= LF, Fe mA LAQJ' (3-9-18) 


式 中 
F,, = 8,A, — 8,.A, 
与 前 面 类 似 的 讨论 ,在 A RECIEN CS E ox, 的 下 列 变换 


SA" (x) = 3"ce(x), x, (xr) = 0 (3-9-19) 
下 ,导致 的 正则 Noether BFA, i A 7 ga 52 B2 h Ig 
m'à ,A" + 3, = (3-1-20) 
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可 见 , 流 天 守恒 和 Lorentz 条 件 等 价 . oup ra, i85 3 53 ^ d A B T5 LOL 
表明 ,电荷 密度 与 电流 密度 满足 连续 性 方程 . 当 倚 电 粒 子 在 电磁 场 
中 运动 时 ,正则 Noether 恒等式 的 应 用 就 得 到 这 样 的 结果 - 


83-10 {F Abel 规范 场 与 物质 场 耦合 


dE Abel 规范 场 ( 杨 -Mills 场 ) 与 标量 场 or) RR 3 HJ Lagrange 
uH 


L = PP LDP —VG)  G-0-12) 


式 中 

F5, —23,A; — 3, Ap H gf A,LA; (3-10-1b) 
其 中 A 为 规范 势 ,指标 a 与 非 Abel 规范 群 G 的 生成 元 的 个 数 相 
对 应 ;万 为 规范 和 群 C 的 反对 称 结构 稍 数 ;标量 (Higgs) 场 pq" 属于 
规范 群 G 的 正 交 表示 ,而 

D.p = 3,9* + gA Tap’ (3-10-2) 
式 中 反对 称 和 矩阵 ?为 表示 的 生成 元 . MA V 是 eG RI IX E 
Wi X ,在 规范 群 G B) 4E RI] FARAEUS, 
XE A,A e" Bip Wu JE HDE aA 


T) 一 L = 一 FT (3-10-3) 
9 A; 
T, = I£ = (D'o; (3-10-4) 
Jg! 
初级 约束 
P —m zz0 (3-10-5) 
正则 Hamilton E 95 E | 
NN l l l a? 1 a |z 
aC. mm o vymrmccwveO + FLDY) P + 
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V(O — An? + gfaüAm.-— gliog'n') (3-10-6) 
& Hamilton & 
H, = | dx CB 十 Xr) (3-10-7) 


式 中 A X Lagrange 3E T . E 912€ Z9 98 BJ BL i8 TEARS H 0 Hr 020, 
可 给 出 次 级 约束 
$a 2900 — gf Aim, — gl Qn ^0 (3-10-8) 
约束 (3-10-50. (3-10-80. 式 均 为 第 一 类 约束 ， 正 则 Lagrange 量 
密度 LT" 在 下 列 变换 
õp = Sit (r) =— igli,o?e (x) 
Sr = Tidl) = (3,82 + g AE,85;3 e" (x) 
(3-10-9) 
0A, = Die GO, (Dy, = 9;23, H ESk A) 


òr” = TES (z), (TH, = gfan”) 
下 不 变 ， 对 于 规范 不 变 的 系统 ， 系统 的 运动 方程 是 由 扩展 Hamil- 
ton 量 Hy 导出 的 . 洽 厦 系统 运动 的 轨 线 (3-8-8) 起 可 化 为 


p 5i] + T òH, 


ÒN” 


十 


~ oF — 
式 中 
H, = d'a pen: 十 
Palini 十 gd 一 82O lu)| (-10-1D 
Wi àA Cr) 和 p(x) 13 JJ Lagrange 乘 子 .将 (3-10-9) (3-10-1D X 
代入 (3-10-10) 式 ,得 
ig D lu uu Ap e^ — iglnlto 3.up^) 十 
ig, TATE 十 Siel Hadi 十 
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BS oal (A; — A] —0 (3-10-12) 
这 样 采用 Dirac 猿 想 ,就 能 得 到 Lagrange 量 (3-10-1) 式 摘 述 的 系 
统 , 即 正则 变量 和 Lagrange 乘 子 间 的 一 些 补充 关系 (3-10-12) 式 . 
该 乘 子 就 是 出 现在 前 面 的 系数 . 
对 于 纯 杨 -Mills 场 Dirac 猜想 有 效 "“. 沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 
正则 Noether 恒等式 (3-8-8) 可 化 为 
f&Gu3,ri + gfe TEA 一 下 47)] 一 0 (3-10-13) 
此 补充 关系 式 不 含 与 次 级 第 一 类 约束 相 联 系 的 Lagrange 乘 子 
EO) 的 微 商 . 
”将 正则 Noether 恒等式 用 于 色 动 力学 ,也 可 得 到 相似 的 结 
gue 
对 含 第 二 类 约束 的 系统 ,出 现在 总 Hamilton 量 中 与 第 二 类 约 
束 相 联系 的 Lagrange 乘 子 ,可 由 系统 的 正则 Hamilton 量 和 第 二 
类 约束 的 性 质 来 确定 .但 是 ,在 含 第 一 类 约束 的 系统 中 ,出 现在 扩 
Æ Hamilton 量 中 与 第 一 类 约束 相 联 系 的 Lagrange Æ T A A RE M 
定 下 来 的 ,未 确定 的 Lagrange 乘 子 反映 了 运动 方程 解 的 任意 性 ， 
综 上 所 述 , 沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 ,利用 正则 Noether 恒等式 ， 
可 能 给 出 与 第 一 类 约束 相 联系 的 Lagrange 乘 子 和 正则 变量 间 的 
关系 式 , 这 样 , 由 正则 Noether 定理 的 应 用 ,可 获得 系统 的 约束 及 
其 有 关 的 Lagrange 3E T- 98 & fui &. 


$ 3-11 正则 Noether 恒等式 ( 非 定 域 变换 ) 


经 典 的 Noether 第 二 定理 (相应 的 Noether 恒等式 ) 是 基于 位 
形 空间 中 作用 量 在 定 域 变 换 下 的 不 变性 导出 的 . 在 杨 -Mills 35 
论 “ 趾 和 规范 场 的 共 形 对 称 性 研究 中 "3, 均 讨 论 了 某 些 非 定 域 变 
换 . 因此 ,有 必要 研究 系统 在 非 定 域 变 换 下 的 性 质 , 在 位 形 空间 中 
对 杨 -Mills 55 B8 tie e, ZR 28 Hr D. 这 里 ,在 相 空间 中 分 析 系 统 在 一 
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般 的 非 定 域 变换 下 的 不 变性 ,导致 的 正则 Noether 恒等式 ,同样 有 
助 于 研究 约束 Hamilton 系统 的 性 质 . 
现 考虑 增 广 相 空 间 中 的 非 定 域 变换 ,其 无 穷 小 变换 的 一 般 形 
式 为 
xi" =x" + Ar" = x" + RS (x) 
9g" (XT) =° (x) + Ae") = p(X) + 


4 a m 
jd yE Gr y) AE C) (3-11-1) 
M CL) SRT) + Anm) = r.r) 十 
| d'yF Gc, 5)B. E Cy) 
AP 
R5 — r4? 9 uu » Ac -一 ag ™ a pim) (Du — b d an) 
i m n 
pro 一 pA qam) — aine pE — pers (3-11-2) 
d aa) — d ,9 ,***d i. d ui) — d d ,***0 5, jn) — d ,9 ,***0, 
~ ~ vv 一 —— ' 
nt n 


r2). aK ba. ECQc, y) M FG y) 均 为 时 空 坐标 和 正则 变量 的 
PR CS e" (rz)(o — 1,2,…,s) 为 时 空 坐 标的 任意 无 穷 小 函数 ,它们 
及 其 所 需 的 各 阶 微 商 在 时 空 区 域 G 的 边界 上 均 为 0. 假设 系统 的 
正则 作用 量 在 (3-11-1) 式 变换 下 不 变 , 就 有 中 


faz] RS — Aa) + s (Ar, — nua) 十 
a, [G9* — 2C )0Az"] 十 
D[z(Ae* —d, Ax] =0 (3-11-3) 
A nm 


^ ——. 8H, P ., 8H, 


——— 


Bo" = — Nea dp° , 8n. 一 øp Bx. (3-11-4) 
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X D=d/dt; X. 为 系统 的 正则 Hamilton € 46 JE; H. 为 正则 
Hamilton &. 将 (3-11-1) 式 代入 (3-11-3) 式 ,并 注意 到 e* G2. 的 边 
界 条 件 得 


5D 
[asa Zr | [d'y Gr A: GDe C) — PRE Gn) |+ 


T ||d'sF EB (y) 一 A, RSE (a) |+ 


Dla |d*yE aya G0 || —0 (3-115) 


THEC3-11-50 AA m CE T 9i or 8 fF A、B、R) 做 分 部 积分 并 利用 
e" (xr) 的 边界 条 件 ,然后 将 所 得 结果 关于 e^ GO GK TZ PR f F8. «d 


| Si AI 
jd r| A; G) EG gc ;|+B B, AD [FG gr ; |+ 
A:GO[DGGOEG.2)]] — R1 «GO et, "EL 
i Og" (z) (z) 
3. 
Ta Cz) EG = 0 (3-11-6) 


式 中 Ai Baf RE 分 别 为 41、 Bs 和 RB PE B8 2E 4907, JE 
(3-11-6) 式 为 非 定 域 对 称 下 的 正则 Noether 恒等式 , 它 与 系统 的 
运动 方程 无 关 . 与 定 域 对 称 时 不 同 的 是 ,(3-11-6) 式 是 含 正则 作用 
量 泛 函 微 商 的 微分 和 积分 恒等式 . | 


$ 3-12 "85 Lagrange 最 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 
不 变量 

场 论 中 许多 重要 的 系统 均 是 用 奇异 Lagrange 量 来 描述 的 , 例 

如 电磁 场 . 引 力 场 、 杨 -Mills 3,438 X] £38 9171 488 94 9. PUR RU 1G. 


不 变 的 系统 均 是 用 奇异 Lagrange 量 来 描述 的 . 该 系统 为 约束 
Hamilton 系统 . 
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经 典 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 在 分 析 力 学 中 占 重 要 地 位 ， 
该 不 变量 与 系统 的 正则 方程 等 价 ,可 视 为 动力 学 的 一 个 基本 原 
Ju 0, 该 不 变量 已 推广 到 场 论 中 的 正规 Lagrange & X t". AR 
HH H4 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 在 第 
二 章 中 已 讨论 .这 里 将 Poincare-Cartan 积分 不 变量 推广 到 场 论 中 
的 奇异 Lagrange 系统 ,讨论 场 论 中 奇异 Lagrange & /& ££ my 
Poincare-Cartan 积分 不 变量 的 出 发 点 与 传统 的 不 同 , 不 是 基于 位 
形 空 间 来 研究 的 到 5 ,而 是 从 场 论 中 的 正则 形式 作用 量 出 发 ， 
讨论 系统 在 增 广 相 空 间 中 的 变换 性 质 , 要 求 正 则 约束 在 正则 弯 
量 的 定 域 ( 实 质 ) 变 分 (而 不 是 总 变 分 ) 下 不 变 , 导 出 场 论 中 奇异 
Lagrange 量 系统 的 Poincare-Cartan 不 变量 . 这 样 做 的 一 个 显著 优 
点 在 于 较 方 便 地 阐明 了 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 与 约束 
Hamilton 系统 正则 方程 间 的 等 价 性 . 

设 场 的 Lagrange i 95 JE 

L — Vas) (-1,2,-,) (3-12-1) 

对 奇异 Lagrange 量 系 统 的 Hess # e| Hu | 适合 


Q^eK 
det |FH7,4| = det 一 0 (3-12-2 ) 
9 f og 
由 Legendre 25456 5| A H H5] 1E. W) 4 9g, 9] E 5 ER 
MEE (3-12-3) 
"P 
并 定义 场 的 正则 Hamilton E% E 
Qf. = ne — 2 (3-12-4) 


于 是 ,对 场 的 Lagrange 描述 可 过 渡 到 Hamilton 描述 (重复 指标 代 
KRM). 对 于 奇异 Lagrange 量 系 统 , 因 为 存在 (3-12-2) 式 ,由 (3- 
12-3) 式 不 能 全 部 解 出 六 作为 正则 变量 y A r 的 函数 . E Hess 
矩阵 [如 wj 的 秩 为 n 一 R, 此 时 正则 变量 间 存 在 RR 个 约束 条 件 , 即 
PLi fas) =0 (a 1,2,*5,R) (3-12-5) 
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并 称 这 些 约束 为 初级 约束 . 此 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 为 
". 0 0H 


f = am 一 (PHa? (3-12-6a) 
+ 6Hr 
m, = y = ina Ha} (3-12-6b) 


AP: Hr 为 系统 的 总 Hamilton E, 
H, =H+H = | decer, Xp) — (342-7) 
A Cx) H Lagrange 3E T i05 UE Xie P HJ Poisson 括号 ， 


lu u} = | dix 


V OR — OX— ov ( 3-12-8) 


系统 的 正则 作用 量 
P= | a= | dr = | drag 260 (3-12-9) 
相 空 间 中 的 正则 变量 为 y(t,x;) EE mL On. 将 空间 坐标 v; 视 为 
固定 参量 , 相 空 间 中 的 曲线 族 可 表示 为 
=,0), Aa = n,(,0) (3-12-10) 
式 中 0 为 参数 . 考虑 由 于 参数 9 的 改变 所 产生 的 增 广 相 空 间 中 的 
变换 (x; 固定 ) 
t—t — t4 At 
d^ Gam) =Y G ax) = 
d^ Ti) + Aq, G,x;,0) (3-12-11) 
T(t ,TX) >x (t am) = 
m x) + AX,(t, x;,0) 
其 中 0 适合 
d" (£,2;,,0) = Prr), m.G,z,0)— m.) (3-12-12) 
在 (3-12-11) 式 变换 下 ,对 于 小 参量 20, 正则 作用 量 (3-12-9) 式 的 变 


更 为 
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AI? —I" (AO = | d'a B ad + ,| 十 


04^ 
jJ reote — AAL] - S G^) | (3-12-13) 


式 中 
GZ OH . 
Gd mm Na um dr (3-12-14a) 
61" ., . 0H, 
Sr. 一 上 一 Sz. (3-12-14b) 


而 定 域 变 分 OU 和 Or, 与 总 变 分 A 和 Ar 的 关系 为 
Sy = AJ — gf Sr" = Agf — gA? (3-12-15a) 
ÒT, — Az, 一 N, ÒL“ = Am,— m,oAx? (3-12-15b) 
(3-13-13) 式 又 可 化 为 


AP =I” (A = | dia E Ju 


"I rre 


| draag — (3-12-16) 


由 于 约束 Hamilton 系统 的 正则 变量 受 约束 条 件 (3-12-5) 式 

的 限制 ,所 以 正则 变量 是 不 独立 的 ,变换 (3-12-11) 式 中 的 Ay 和 

Ar, 不 能 是 任意 的 . 假设 由 (3-12-11) 式 变换 所 决定 的 定 域 变 分 Sy 

和 Oz, 适合 

3 pa 

| op 

用 Lagrange 3E T- A^ (c) EGIZIA 4 求 和 ,再 在 区 域 C 上 

积分 ,并 将 所 得 结果 与 (3-12-16) 式 结合 ,利用 约束 Hamilton 系统 
的 正则 方程 (3-12-6) 式 得 | 

AI = I" (880 = | draag — AN) | (3-12-18) 


ERE c y n 张 成 的 增 广 相 空间 中 , 取 一 条 满足 约束 条 件 
(3-12-5) 式 的 封闭 曲线 Ci ,由 于 存在 约 东 条 件 (3-12-5) 式 ,封闭 则 
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2 


dy + S7 m, (3-12-17) 


线 Cl 实际 上 是 在 某 子 空间 D, 中 . 设 封 闭 曲 线 C1 的 方程 为 - 

t — (0), di — Pi, O), Ra = Aa(t,0) (3-12-19) 
这 里 0—05400-—1 代表 闭 曲 线 CI 上 的 同一 点 .过 C 上 的 任 一 点 ,有 
一 条 适合 运动 方程 (3-12-6) 式 的 “ 轨 线 ,过 CI 上 每 一 点 的 " 轨 线 - 
构成 一 “ 轨 线 管 ， 即 


d^ = JO, , m, = n, ,0) (3-12-20) 
式 中 
P0) = PL), x, 0) = rS) (3-12-21) 


在 这 个 “ 轨 线 管 ? 上 任 取 另 一 条 封闭 曲线 C;, 使 它 包围 “ 轨 线 管 ”， 
并 和 “ 轨 线 管 ” 的 母线 仅 相 交 一 次 . 闭 曲 线 C; 的 方程 为 

t; = ta(0), P = P,O), Te = 7,0,0) (3-12-22) 
将 (3-12-18) 式 在 [0, 人 上 沿 闭 曲线 C, 和 Ci; 积分 ,得 


中 [dx GA? — 26D = 


中 | daag — AN) = inv (3-12-23) 


xC REA ST ANS 8s Ep h C3-12-50 37 E B] 25 R E Hl ri P 
的 任 一 封闭 曲线 C.C 沿 约 束 系统 的 “ 轨 线 管 ” 的 移动 和 变形 时 , 沿 
C 的 积分 (3-12-23) 式 是 一 不 变量 JE RJ A ie PE 
Lagrange 量 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 , 且 

J= $ | daas — OAt) (3-12-24) 


将 整个 空间 区 域 V 分 成 许多 小 格子 ,第 i 个 小 格子 的 体积 元 
记 为 AV (1); 场 量 y(x) dE AV CO 中 的 平均 值 为 上 (2), 对 应 于 
J^ G) Bg E DU] Hz S 3] Eb jp. A. h F BOO — EAV G)U97 Op z AR 
求 和 ), 于 是 ,离散 后 (3-12-24) 式 可 表示 为 


J = NV. — HAt) (3-12-25) 
式 中 多 人) 对 应 于 经 典 力学 中 的 广义 坐标 . 04 AVG) 0 BE 450) 
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— J^Gr) (t) — A(X), (3-12-25) A 3b iE UE B| (3-12-24) A. 这 
FE ,就 不 难 将 离散 系统 的 结果 3 推广 到 场 论 中 . 由 类 似 讨 论 可 知 ， 
设 动 力学 系统 所 受 的 正则 约束 为 (3-12-5) 式 ,其 约束 系统 的 运动 
方程 为 
J^ = F*Gsf m) i 
. (3-12-26) 
No = GTI Ta) 

那么 ,方程 组 (3-12-26) 式 为 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 , 它 与 
(3-12-24) 式 为 不 变量 是 等 价 的 . 

当 At 一 0 时 ,积分 不 变量 (3-12-24) 式 化 为 


PERMET (312-27) 
利用 Stokes 定理 ,(3-12-27) 式 可 化 为 绝对 积分 不 变量 
Ji = | | dz oy" Òr, (3-12-28) 


AP S 为 封闭 曲线 C 所 国 成 的 曲面 .与 正规 Lagrange 量 系 统 绝 
对 积分 不 变量 中 的 不 同 点 在 于 59^ 和 Oz, 需 适 合 (3-12-17) 式 ( 当 
At 二 0 时 , 定 域 变 分 和 总 变 分 一 致 ). 


$3-13 正则 变换 


离散 奇异 Lagrange 量 系 统 的 正则 变换 “可 推广 到 场 论 中 的 
奇异 Lagrange 量 系统 . 设 动力 学 系统 所 受 的 初级 约束 为 (3-12-5) 
式 ,其 运动 方程 为 (3-12-6) 式 .通过 变量 代 换 ,使 原 有 正则 变量 
和 rv 变 为 新 的 正则 变量 yr 和. 一 个 变换 

P = QUE Rely Ma = Pal T; oT] (3-13-1) 
如 果 使 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 的 形式 不 变 , 则 (3-13-1) 式 
称 为 正则 变换 . 
下 面 给 出 变换 (3-13-1) 式 为 正则 变换 的 条 件 , 并 指出 它 与 
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Poincaré-Cartan 积分 不 变量 的 联系 . 
设 约束 Hamilton 系统 的 运动 方程 (3-12-6) 式 ,如 果 在 (3-13- 
1) 式 变换 下 ,存在 两 个 泛 隧 已 .和 C ,使 得 
| ez. AJ, — AH At) = 


| dG, Ag’ mm p At) 十 AG (3-13-2) 


那么 ,(3-13-1) 式 为 正则 变换 ,G HAM M REZ A. 
事实 上 , 取 增 广 相 空间 中 位 于 工 , 内 的 任 一 封闭 曲线 C, 由 (3- 
13-2) 式 有 


¢ | dx AY — 4. At) 一 
C V 


| dG, "E AD. —0 (3-13-3) 
B CX C 经 过 (3-13-1) 式 变换 而 得 到 的 封闭 曲线 ,由 (3-13-3) 式 有 
D | dzc, AJ, — f, At) = 


ff drm Aap A) —— Gaso 


由 于 AURI m EA END £6 (G-122603X (3-134 3X A 9m E SE BI H 
线 C 沿 (3-12-6) 式 的 解 所 确定 的 动力 学 “ 轨 线 管 " 上 移动 (和 变形 ) 
时 不 变 , 左 端 恰 为 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ;相应 的 (3-13-4) 
式 的 右 端 也 在 C 沿 (3-13-1) 式 所 得 的 “ 轨 线 管 " 上 移动 时 不 变 . 变 
换 后 的 “ 轨 线 ”由 一 阶 微分 方程 确定 . 由 于 (3-13-4) 式 右 端 对 变换 
后 的 新 变量 而 言 仍 为 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,根据 前 面 的 讨 
it ,变换 后 的 “ 轨 线 " 必 适 合 Hamilton 系统 的 正则 方程 .也 就 是 说 ， 
(3-12-1) 式 的 变换 为 正则 变换 . 

因 母 泛 函 取 定 的 不 同 , 正 则 变换 可 以 有 不 同 的 形式 .例如 : 议 
母 泛 函 为 G [6:47 ^ ], WA 


7T — 90, z = C H.= H + 26: (3-13-5) 
Oy y" dt 
UBER G; t 54^ ,m., ], 则 有 
29G p noc JG: 
T = g Y ->o HS H.+ 3; (3-13-6) 


如 果 母 泛 函 GR C: 为 积分 形式 ,其 被 积 范 数 售 空 间 坐标 的 微 
商 , 上 述 关系 (3-13-5) 式 或 (3-13-6) 式 为 一 微分 方程 组 , 当 被 积 函 
数 不 含 空间 坐标 微 商 时 ,它们 可 化 为 代数 方程 组 .一般 来 说 ,(3- 
13-5) 式 或 (3-13-6) 式 为 泛 函 微分 方程 组 ,例如 积分 微分 方程 组 ， 
对 (3-13-5) 式 的 第 一 组 方程 解 出 J( 对 (3-13-6) 式 的 第 一 组 方程 
解 出 元 ) ,将 所 得 结果 代入 其 中 的 第 二 组 方程 ,就 求 得 新 的 正则 变 
量 作 为 旧 的 正则 变量 的 泛 函 ， 


现 考虑 正则 变换 

Je = JL B^, E, = m, F Òr, (3-13-7) 
" P= y+ 

Gg ,元 ] = |drzyz, (3-13-8) 


y^ AE — fii 256 2 38. , AE BE iz PR n] E 
G;[t;4^,z,] = | d'a. 4-&G'Gsd^,z.) — (3-13-9) 


式 中 上 为 小 参量 . 由 (3-13-6) 式 有 


oG! 


e abC. gr = — eC 
Òg = E gg? Me = E 3 


(3-13-10) 
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算 符 形式 正则 量子 化 


本 章 讨 论 奇 异 Lagrange 量 系 统 的 算 符 形式 正则 量子 化 ,说 明 
Dirac 括号 量子 化 程序 . 对 含 第 二 类 约束 的 系统 通过 Dirac 括号 与 
景 子 括号 对 应 来 实现 系统 的 量子 化 . 对 含 第 一 类 约束 的 系统 ,相应 
于 每 一 个 第 一 类 约束 ,选取 适当 的 规范 条 件 , 使 全 部 第 一 类 约束 和 
规范 条 件 一 起 变 为 第 二 类 约束 ;然后 ,再 按 第 二 类 约束 系统 进行 量 
子 化 . 对 一 些 具体 的 系统 分 析 了 它们 的 正则 结构 ,并 给 出 其 正则 算 
和 从 量子 化 形式 ;最 后 ,讨论 了 自由 电磁 场 、 旋 量 场 , 旋 量 电动 力学 、 
Chern-Simons 物质 场 、 目 对 偶 场 以 及 杨 -Mills 场 的 算 符 形式 正则 
量子 化 . 


S 4-1 Dirac 量子 化 


一 个 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 (包括 所 有 定 域 不 变 理 论 ) 
在 相 空间 中 存在 固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 由 于 存在 约束 ， 
在 初等 量子 力学 中 对 系统 作 量 子 化 的 方法 不 能 直接 用 于 该 系统 . 

约束 Hamilton 系统 的 量子 化 问题 关键 在 于 处 理 约 束 , 其 中 最 
直接 的 方法 就 是 解约 束 方程 ,分 离 真正 的 独立 正则 变量 ( 约 化 相 空 
间 ); 然 后 再 对 独立 的 物理 自由 度量 子 化 . 此 方法 虽然 原则 上 可 行 ， 
但 是 对 实际 的 约束 系统 ,在 处 理 上 常常 是 很 困难 的 . 

另 一 种 方法 是 量子 化 所 有 动力 学 变量 ,用 约束 条 件 来 挑选 物 
理 态 . 这 种 对 约束 系统 的 Hamilton 形式 量子 化 的 基础 是 由 Dirac 
首先 奠定 的 中 ,这 是 一 种 算 符 形式 的 正则 量子 化 方案 . 

至 今 对 约束 Hamilton 系统 量子 化 的 认识 已 有 了 相当 的 进展 . 
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Faddeev 提出 了 对 含 第 一 类 约束 系统 的 路 径 积分 量子 化 方案 ”， 
”其 后 Senjanovic 给 出 了 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 路 径 积 
分 量子 化 方案 2. 相对 论 性 协 变形 式 的 正则 量子 化 方法 是 由 Frad- 
kin 及 其 合作 者 给 出 的 [9 ,通常 将 这 种 方法 称 为 BFV 量子 化 方 
法 . 在 此 量子 化 方法 中 至 关 重 要 的 是 BRST CBecchi-Rouet-Stora- 
Tyutin) 对 称 和 BRST 荷 . 这 方面 无 论 在 经 典 理论 还 是 路 径 积 分 理 
论 以 及 算 符 理论 中 均 开 展 了 大 量 研 究 ”'. 对 奇异 Lagrange 量 系 
统 , 除 Hamilton 形式 量子 化 外 ,还 存在 其 他 形式 的 量子 化 方案 ,其 
中 最 著名 的 Lagrange 量子 化 方案 是 所 谓 Faddeev-Popov 量子 化 
方法 0 另外 的 Lagrange & F 46 LJ t C. H1 079779. 其 中 BV 
(Batalin-Vilkovisky) T 7j & H AZAA AE EU 78. A EI 
步 介 绍 奇 异 Lagrange 系统 的 算 符 形式 正则 量子 化 (Dirac 括号 量 
子 化 ), 下 一 章 讨论 路 径 积 分 量子 化 . 
” ”基本 粒子 分 Bose FA Fermi F. Bose 场 的 量子 化 场 量 适合 
对 易 关 系 , 而 Fermi 场 的 量子 化 则 是 用 反对 易 关 系 . 对 易 关 系 中 的 
量 的 经 典 对 应 为 普通 的 数 , 即 经 典 的 数 (C- 数 ). 本 节 讨 论 C- 数 摘 
述 的 系统 的 Dirac 量子 化 . 

所 谓 某 个 系统 的 量子 化 就 是 要 将 该 系统 的 经 典 理论 过 渡 到 量 
子 理 论 . 有 限 自 由 度 的 正规 Lagrange ERATA Hamilton 体 
制 后 ,其 正则 量子 化 (正则 算 符 量子 化 形式 ) 是 通过 以 下 几 个 步 又 
来 实现 的 : 

(1) 系 统 的 量子 态 是 用 Hilbert ZE rP 6925 A: V ox dt. 

(2) 经 典 理论 中 任 一 物理 量 (q,p), 在 量子 理论 中 相应 于 
Hilbert z: [a] rp — EF —F (Ge ) ,其 坐标 和 动量 算 符 9 和 适合 
下 列 正则 对 易 关 系 : 


[ qt, f, = iò | 


Mu E | (4-1-1) 
[gt g’ ]-= [L aÊ ]-=5 0 
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(3) 态 矢 V^ BB ENT fe] H9 QE FI T E Schrodinger 77 Ez , Efl 
i— = Hw (4-1-2) 


Hp ERE Hamilton 量 , 它 相应 于 经 典 正 则 Hamilton 
量 H.. 
物理 量 F 在 态 |) 中 的 平均 值 为 (| E D= F )( 这 里 用 Dirac 
记号 来 表征 量子 态 ). 由 Schrodinger 方程 得 
ET F»--—iqFrH)pm (4-1-3) 
由 此 可 见 , 只 要 将 相 空间 中 的 函数 下 过 渡 到 量子 可 观察 算 符 下 ,并 
将 经 典 Poisson 括号 用 量子 对 易 式 , 按 
(A,Bi ——i[ A,B ]. (4-1-4) 
方式 代替 ,那么 经 典 的 正则 方程 形式 上 就 变 为 (4-1-3) 式 . 式 中 
[AB]-— AB — BA 
对 正规 Lagrange 量 系统 上 述 正则 量子 化 的 算 符 形式 在 初等 
量子 力学 中 是 人 们 熟知 的 .对 奇异 Lagrange 量 系统 ,在 相 空 间 存 
在 固有 约束 办 (g,p) 二 0, 过 渡 到 量子 理论 中 其 相应 的 算 符 方程 为 
$ 9,P)=0 (4-1-5) 
在 一 些 实际 物理 系统 中 如 果 将 经 典 理 论 中 的 约束 条 件 过 小 到 量子 
理论 时 视 为 算 符 方程 ,将 会 导致 与 对 易 关 系 (4-1-1) 式 不 相 容 ,例如 
电磁 场 的 量子 化 就 出 现 这 种 情况 . 于 是 ,约束 条 件 量子 化 后 ,将 它 作 
为 对 物理 C 态 的 挑选 . 也 就 是 说 (4-1-5) 式 作用 在 物理 态 |)e 上 为 0. 
$q OD 一 0 (4-1-6) 
适合 这 种 要 求 的 态 矢量 称 为 物理 态 矢 量 , 记 为 |)p. 全 部 物理 态 矢 
量 的 集合 构成 一 个 物理 态 子 空间 . 
设 系统 仅 存在 两 个 约束 , 即 
$0.5) — 0, $lg,p)=0 (4-1-7) 
相应 于 这 些 约束 的 量子 力学 表述 为 


4(q.BO0D»— 0, ACG, A) M= O0 (4-1-8) 
由 (4-1-8) 式 有 
[6:64 B.C a b 0j]. De -0 (4-1-9) 
将 (4-1-9) 3X [8 Ze Jf B Ez A, RT 9,24 8. 4 A 4. 956 — 28 2 RE. 
由 此 可 见 , 当 系 统 存在 第 二 类 约束 时 ,如 果 采 用 类 似 于 (4-1-4) 式 
的 对 应 关系 ,那么 在 经 典 力学 和 量子 力学 对 应 上 将 会 出 现 巴 盾 . 为 了 
克服 这 个 困难 , Dirac 引进 了 所 谓 Dirac 括号 .由 于 第 二 类 约束 的 
Dirac 括号 为 0, 对 含 第 二 类 约束 的 系统 ,就 采用 Dirac 括号 与 量子 
括号 (对 易 式 ) 相 对 应 .这 样 , 无 论 是 第 一 类 约束 还 是 第 二 类 约束 ,经 
典 理 论 和 量子 理论 的 对 应 关系 就 不 再 出 现 不 自 洽 的 情 次 了 . 
当 系 统 仪 含 第 二 类 约束 时 , 用 (g,p) 表达 的 量子 化 规则 
(Schrodinger 表象 ) 为 


q.—Q'5 bibi (4-1-10a) 
d., d. 

d; ? = yê = (0 (4-1-10b) 
[4q/. gE] = Mq .q 5l, su; (4-1-11a) 
Lbs pr) — MP Priol, pep (4-1-11b) 
[ 97 Pa l-— ia^ bolus (4-1-116) 


设 第 二 类 约束 0,(g9,p) = 0, WE Dirac 括 号 的 定义 ,可 将 
(4-1-11) X S X 


| 8 6, 
^J ^ b E + + Cul E E 
L4 a i TES saa (4-1-12a) 
Ca, p] i caq, p) E (4-1- 12b) 
1 ? k — 9 q’ "nin 3 9 qf 23? 
| 8 6, 
a J n — P —1 DOR 11. 
| q’ s Pa -= RS a (q, p) Ii cian (4-1-12c) 
AP cm XI LT BUS AS RE q'/À Zp; 的 时 间 演 化 适 


合 下 列 Heisenberg 方程 : 
qj'—i | H. C4 Bo. ]- (4-1-13a) 
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b. —da[ÉECa Pb (4-1-13b) 

在 上 述 量子 化 条 件 中 ,从 经 典 的 可 观察 量 过 渡 到 量子 可 观察 

量 存 在 算 符 的 次 序 问题 ,经 典 物理 量 不 对 应 于 唯一 的 量子 物理 量 . 

值得 注意 的 是 , 当 Dirac 括号 后 的 结果 仍然 依赖 TP Ca pO 时 ,这 样 

的 量子 化 条 件 -- 般 是 难于 使 用 的 ,例如 杨 -Mills 理论 的 量子 化 就 

当 系 统 同 时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 时 ,可 将 其 中 的 约束 

做 线性 组 合 ,使 尽 可 能 多 的 约束 归 到 第 一 类 约束 .在场 论 中 ,可 能 
出 现 约束 和 约束 的 空间 微 商 的 线性 组 合 转 变 为 第 一 类 约束 . 

第 一 类 约束 与 系统 的 规范 自由 度 相 联系 . 对 每 一 个 第 一 类 约 

束 , 相 应 的 选取 一 个 规范 条 件 , 以 固定 规范 自由 度 . 前 面 已 经 讨论 

了 固定 规范 问题 ,这 里 做 进一步 说 明 . 设 系统 所 含 的 第 一 类 约束 为 


Alq p) ^0 (a — 1,2,'**.,m) (4-1-14) 
对 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 相 应 的 规范 条 件 EP 
Q,(q, p) 70 (a = 1,2,*,m) (4-1-15) 


EJ r3 TES 3 A ETERU, 

(1) 规 范 条 件 必 须 国 定 规 范 , 即 当 9g 和 pp 适合 规范 条 件 (4-1- 
15) 式 ,那么 经 规范 变换 后 的 9 和 广 将 不 再 满足 (4-1-15) 式 . 

(2) 规 范 条 件 必 须 与 系统 的 运动 方程 不 相让 导 , 即 规 范 条 件 的 
选取 必须 与 系统 的 运动 方程 相 目 洽 . 

(3) 规 范 条 件 必 须 为 系统 动力 学 演化 (运动 方程 和 初始 条 件 ) 
所 保持 , 即 规范 条 件 随时 间 演 化 是 稳定 的 ,规范 (约束 ) 条 件 ( 与 约 
束 条 件 一 样 ) 适 合 ( 约 东 的 ) 相 容 性 条 件 . 

(4) 规 范 条 件 必 须 是 可 以 达到 的 .从 g RI p 不 满足 规范 条 件 
(4-1-15) 式 出 发 ,必须 能 找到 一 规范 变换 ,将 g 和 p 变 为 g 和 ,使 
得 (2, (q , p) 50. 

(5) 规 范 条 件 必 须 适 合 

det1402. ,4 Xo (4-1-16) 
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于 是 ,由 网 .的 相 容 性 条 件 可 知 ,Hamilton 量 中 与 第 一 类 相 联 系 的 
Lagrange 乘 子 就 完全 确定 了 . 这 样 选取 的 规范 条 件 , 可 将 第 一 类 
约束 均 转 变 为 第 二 类 约束 ,等 等 . 

对 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 系统 ,相应 于 每 一 个 第 
一 类 约束 , 需 选取 适当 的 规范 条 件 使 其 对 全 部 约束 来 说 (包括 规范 
约束 ) 已 成 为 第 二 类 约束 了 ,这 样 就 可 按 仅 含 第 二 类 约束 的 情况 来 
量子 化 . 

在 约束 Hamilton 系统 量子 化 结果 中 ,不 依赖 于 规范 条 件 的 选 
取 , 即 不 同 规范 下 量子 化 结果 是 等 价 的 2 . 

以 上 说 明 的 约束 系统 的 Dirac 括号 量子 化 方法 ,可 以 直接 推 
广 到 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系统 . 如 果 该 系统 同时 存在 第 一 类 
约束 和 第 二 类 约束 , 则 需 对 第 一 类 约 东 引入 规范 条 件 使 其 变 为 只 
含 第 二 类 约束 的 情况 来 处 理 . 

在 Schrodinger 表象 中 , 算 符 与 时 间 无 关 , 并 且 满 足 如 下 的 对 
E X: 

[ p a,x), 9^0, ]-— 


i( p° (t,x), 9?0,0lple s (3-1-17a) 
[ £,0,x), Reay] = 

i Un G x) me yp lus. (3-1-17b) 
[ 9^ 0,3), 8,0,y) ]-— 

(PEX) mg y) Io resa, (3-1-176) 


如 果 这 些 关 系 式 的 右 端 含 有 场 算 符 , 这 样 的 量子 化 条 件 一 般 是 不 
便于 使 用 的 ,例如 在 Coulomb 规范 下 非 Abel 规范 场 的 量子 化 问 
题 就 出 现 这 种 情况 . 然而 ,用 路 径 积 分 (或 汉 孙 积分) 量子 化 就 无 此 
困难 . 在 规范 场 论 中 用 路 径 积分 表述 比 正则 算 符 形式 表述 更 方便 ， 
例如 导出 Feynman 规则 、 给 出 Ward- Takahashi 恒等式 的 证 明 , 以 
及 非 微 扰 现 象 的 研究 等 . 路 径 积 分 量子 化 "以 及 BEV 路 径 积 分 
形式 将 在 下 一 章 中 讨论 . 其 他 形式 的 量子 化 方案 有 随机 量子 化 形 
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AUS. 采用 不 定 度 规 形 式 来 实现 对 系统 的 量子 化 2 ,在 电磁 场 量 
子 化 中 早已 采用 . 近来 Faddev-Jackiw 还 提出 一 种 有 别 于 Dirac 量 
子 化 的 新 的 量子 化 方案 于 


$42 含 Fermi 变 量 的 系统 


在 旋 量 场 (Fermi 场 ) 的 量子 化 中 , 场 量 作为 算 符 适合 反对 易 
量子 化 规则 , 场 算 符 的 经 典 对 应 为 反对 易 C- 数 , 即 Grassmann XC. 
Grassmann 代数 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 , 数 乘 和 加 法 运算 有 具 
有 双 线 性 . 抽象 的 有 限 维 Grassmann 代数 G, dH n AR 7. (2— 1, 
2,…,n) 生 成 ,它们 满足 
[7..775]. = Vha + N = 0 (2,8 — 1,2,.,n) (4-2-1) 
BB 7, AI 75 ZEER S B3 GG 2 2" 维 线性 空间 ,此 空间 的 基底 可 
取 为 | 
1,7. 7.95€ < B2 1*7. (4-2-2) 
G, 中 任 一 元 素 可 写 为 
uN) = wo wD F Vahala 十 … 十 0353s) t1, (4-2-3) 
I Bio oss tomos € C; uOD 至 多 是 2 项 之 和 . 由 于 (4-2-1) 式 
2,2, — 1,1 —0, BE, (4-2-3) R PRA 0. 不 会 出 现 两 次 . 空间 G, 
可 分 为 两 个 子 空间 GY 和 GW 之 和 , 即 
G, = GP LG (4-2-4) 
x GO h G, 的 偶 元 素 组 成 , 即 (4-2-3) 式 中 仅 含 偶数 个 7 之 积 
的 那些 元 素 ;G 是 G, 的 奇 元 素 ( 奇 数 个 加 之 积 ) 所 构成 的 子 至 
[8]. 对 偶 元 素 和 奇 元 素 分 别 定义 它们 的 Grassmann FPR, IRIK u 
其 Grassmann 宇 称 为 n, 二 0; 奇 元 素 u 其 Grassmann 守 称 n, — 1. 
于 是 就 有 
uu = (— ] yvu (4-2-5) 
GO n HR A Bose 型 ,G,” 中 的 元 素 为 Fermi W. 
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对 (4-2-3) 式 求 微 商 , 除 遵从 一 般 的 求 导 规 则 外 ,还 需 考虑 到 
不 同 % 之 间 的 反对 易 关 系 , 并 且 对 Grassmann 数 还 应 区 分 左 微 商 
Qu/97, RA MR 3z/a7. 左 微 商 和 右 微 商 分 别 有 两 种 微分 表达 
x. Bp 


du(7) = d7。 a. ; dup = sedy, (4-2-6) 
一 般 来 说 ,左右 微 商 是 不 同 的 ,它们 之 间 的 关系 为 
A --Cn (4-2-7) 
G, 中 任意 两 个 元 素 u 和 ur 之 积 的 微 商 规则 为 
55 Qu) = gue] C Du ziu) (4-2-8) 


下 面 考虑 同时 由 C- 数 9 和 Grassmann 数 7" 描述 的 动力 学 系统 . 
设 系统 的 Lagrange 量 为 L(g „q SP) , 则 系 统 的 Euler-Lagrange 
方程 为 | 


bi = o. m, = = E (4-2-9) 
其 中 
pi em 5 (4-2-10) 
正则 Hamilton & 
H. = gdp; + Fr, — L (4-2-11) 


HA 
类 似 地 ,根据 Lagrange 量 的 Hess e| ooo |(Q = qm» 


是 否 退 化 ,来 区 分 正规 Lagrange 量 和 奇异 Lagrange 量 . 对 正规 
Lagrange 量 系统 ,其 正则 方程 为 


9H. . | aH, 

q 一 9 p, , P. m 8 q' (4-2-12a) 
, 4H. | 3H. . 2H, 

y = anr, 一 2m, ; 4, 一 "EE (4-2-12b) 
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相 空 间 由 变量 (9 ,六 ,re) 张 成 .C- 煞 变量 可 视 为 Grassmann f 
数 中 的 偶 元 系 . 

^- Grassmann 变量 的 Poisson 括号 需 略 加 修改 . 设 和 GG 均 
为 Grassmann $ & 7 M r. I ERE. 与 G 的 Poisson 括号 为 


au of A ny" 3G aF 
{F ,G)} 3T dm, (—D 37 2m, (4-2-13) 


AP n. 和 ni 分 别 为 Ff 和 GG 的 Grassmann 宇 称 . 此 Poisson 括号 
具有 通常 Poisson 括号 相似 的 性 质 , 但 要 注意 相应 的 Grassmann 
*E FR. 含 Grassmann 变量 正规 Lagrange 量 系 统 的 量子 化 规则 为 

FG} -> 下 CC 一 (一 1)6 GE (4-2-14) 
式 中 右 端 尺 和 C 分 别 为 和 G 对 应 的 算 符 .例如 对 于 Fermi 场 ， 
(4-2-14) 式 给 出 反对 易 量 子 化 规则 . 

对 于 同时 含 C- 数 和 Grassmann 数 系统 的 Poisson 括号 ,采用 
Bose-Fermi 括号 ( 简 记 为 BFB)C3] 

X T 4 Grassmann 变量 的 奇异 Lagrange 系统 , 过渡 到 
Hamilton 形式 后 ,在 相 空 间 存 在 约束 . 对 含 第 二 类 约束 06,G — 1, 
2,…,7) 的 系统 ,类 似 可 定义 Dirac 括号 , 即 

(F,G]jp = (F,Gj — {Fc Oo (4-2-15) 


A P 
Ci {Oj 0? = Oin (4-2-16) 
此 Dirac 括号 具有 如 下 性 质 ， 
{FG}p — — C— 1)e{G,F}D (4-2-17) 
(F,GK}p = (F,G)yK + (— DeG{F,K jp (4-2-18) 
(— Dx {F,{G, Kin} + C— D'er {G,{K,F}n}o — 
(—)"x"e{K,{F,G}o}o = 0 (4-2-19) 


具有 Grassmann 变量 含 第 二 类 约束 的 奇异 Lagrange E RAKE 
子 化 规则 为 
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i(F,G)o FGĜG—(— 1) GF (4-2-20) 

对 于 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 Grassmann 数 系统 ， 

像 C- 数 系统 一 样 需 选 取 规 范 条 件 , 使 其 转化 为 第 二 类 约束 ;然后 ， 
按 第 二 类 约束 系统 实现 量子 化 . 


3 4-3 电磁场 量子 化 


电磁 场 为 天 量 场 , 它 描写 目 旋 为 1 的 光子 . 电磁场 四 维 势 A, 
为 Bose 变量 .自由 电磁 场 的 Lagrange 量 密 度 


g^ =— rums (4-3-1) 


A F 
F,,— 9,À, — 4A, (4-3-2) 
其 中 电磁 势 A, B IE R dE gu uj E x^ — — FOU. 系统 的 正则 Hamilton 
量 密 度 
eC. = n^ A, — &f = mm, — Adm, + T FaFa (4-3-3) 


8) R 2^) R 


P =P a0 (4-3-4) 
Hg) 2 R H A ERI, FARRAR 
$! = ån; œ 0 (4-3-5) 


K ZZ. $ 220 IJ ARER, AER SEI ZR. 全 部 约束 
POM 办 人 0 均 为 第 一 类 约束 . 

Lagrange 量 (4-3-1) 式 在 4 的 规范 变换 下 是 不 变 的 . RRN 
含 第 一 类 约束 ,第 一 类 约束 是 规范 变换 的 生成 元 ,它们 生成 物理 态 
之 间 的 等 价 变换 .在 4. 和 4, 的 确定 初 值 下 ,根据 系统 的 运动 方 
程 只 能 把 A,(x) 确定 到 相差 任意 的 一 个 规范 变换 . 第 一 类 约束 系 
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统 的 量子 化 , 需 选取 规范 条 件 ( 固 定 规范 ). 
对 系统 中 的 每 一 个 第 一 类 约束 需 引 入 相应 的 规范 条 件 ( 规 范 
约束 ). 电 动力 学 中 常 取 Coulomb 规范 和 Lorentz 规范 . 其 中 
Lorentz 规范 条 件 为 | 
9,A" = gA? — 3A = 0 (4-3-6) 
这 条 件 对 约束 系统 的 Dirac 处 理 不 合适 ,这 里 A 起 着 Lagrange 乘 子 
的 作用 ,使 Lorentz 规范 条 件 含 有 乘 子 的 时 间 微 商 ; 另 一 原因 是 
(4-3-6) 式 仅 有 一 个 规范 条 件 ,而 系统 有 两 个 第 一 类 约束 , 需 有 两 个 规 
范 条 件 . 由 (4-3-6) 式 也 可 看 到 ,这 个 条 件 未 能 完全 国定 规范 , 它 仪 限 
制 了 规范 变换 A =A, +a "BL eR 数 e(Xx) 需 适 合 9.9“e(X) = 0, TF 
是 考虑 选取 Coulomb 规范 . Coulomb 的 规范 条 件 为 
| VA 0 | (4-3-7) 
它 与 系统 的 运动 方程 不 和 矛盾. 设 场 4, 在 无 穷 近 处 足够 快 地 趋 于 O. 
这 样 由 规范 变换 形成 的 任意 性 就 可 被 消除 . 规范 条 件 随时 间 是 稳 
定 的 ,(4-3-7) 式 的 目 洽 性 条 件 要 求 


Ví À~ 0 (4-3-8) 


由 T^ = 一 FY*, 有 m a 0, X T 一 一 (VA, m A) ,利用 次 级 约束 条 
F g maol, an (3-2-9) 式 得 


V 4Cxz)s0 (4-3-9) 
根据 这 个 方程 式 和 场 的 边界 条 件 完全 可 以 确定 AC), BE 
A (x) 220 (4-3-10) 


(4-3-7), (4-3-10) 3X Jj Coulomb 规范 下 的 全 部 规范 约束 条 件 ( 系 
统 具 有 两 个 第 一 类 约束 ,此 处 恰好 有 两 个 规范 条 件 ), 并 称 之 为 辐 


射 规 范 . 其 辐射 规范 为 
N =A, 220 (4-3-11) 
N, =3 A= 0 (4-3-12) 
系统 所 具有 的 第 一 类 约束 , 记 为 
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A, 一 ro 220 (4-3-13) 

A, —dm, 20 (4-3-14) 

规范 条 件 (4-3-11)、(4-3-12) 式 不 仅 适 合 det | (0,4) | Æ 0, m B. tb 
完全 消除 了 A, 的 规范 自由 度 , 由 于 


UO GO A Cy) = 6x — y) (4-3-15a) 
(Qir), A Cy) je- = 0 (4-3-15b) 
alr) A Cy) j 92,5 — — 440(x—y) 一 
— NVO0x— y) (4-3-15c) 
(N, lr), A (2) 92,5 = 0 (4-3-15d) 
将 约束 A 和 规范 由 . 合 起 来 , 记 为 


d; = (o du) = (0, , 2, A 5) 
FWE G BERE G= (odii, T 


0 0 1 0 
G(x,y) 0/9 7 V lsa—y) (4-3-18) 
x,y)= x— -3- 
, 一 1 0 0 
0 c^ 0 0 
可 见 ,G JédE ar 5 ny. 
下 面 给 出 辐射 规范 下 的 Dirac $6. 4g Ee G B9 si AB EEG 为 
0 0 —ó(x—y) 0 
1 
0 0 0 一 一 -一 一 
4 
rixyl (4-3-17) 
óx—y) 0 0 0 
1 
4n | x-y | 1 
于 是 ,辐射 规范 下 的 Dirac 括号 为 


(ACD, BGO) — | dzidz LA GO 6] . 
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G; (2, 425) M P; Cz: By)? (4-3-18) 


A P p: = R, A,A), MA E 5 XE" SEBIEU BJ. R h BS EE S 
Dirac 括号 为 


LA Cr) Cy)’ = 
a ar as mu 

(0, — 6, go)8(x—y) — 3,8 AxÍx—y| (4-3-19a) 
(A, AC )p = 0 (4-3-19b) 
aU (r),mT (yip = (4-3-19c) 

同时 还 得 到 

(Alr) Cy) = 0 (4-3-20) 
(Alr) Cy) = 0 (4-3-21) 


(4-3-20), (4-3-21) XX 5 A" = z^ 二 0 在 Dirac 插 号 下 视 为 强 方程 是 
一 致 的 . xx E 
1 


(A; Cr) TY ND = 91 8€(x—y) — 4.97 Inxx y] (4-3-22) 
X HA mA BEERA A m 0- P8 C. 
AT 一 一 Z= f.. —— —— ed. ] 
0; (x—y) —6,09x—y) — 39, án Ix —y| 
d£ ik « Cx — y) kk 
| ry E p — 7 | (4-3-23) 
EAE EE FA.) 的 运动 方程 为 
F= iF,H.) (4-3-24) 
A H. AEI Hamilton Æ. 对 正则 变量 有 
A; — m, (4-3-252) 
1; = 283,A, — I'A, (4-3-25b) 


现在 给 出 用 4 和 7 表达 的 量子 化 条 件 . A, n" 的 算 符 ARR 
t" Æ Schrödinger 表象 中 ) 满足 如 下 关系 : 
À, (z) = A,G), £^(x)* — R(x) (4-3-26) 
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q Ar) = g R^ GO 一 (4-3-27) 
[A,GO. A, (y)] = (4-3-28) 
TRC), R (Cy)] = (4-3-29) 
[À,GO, £' (y) ] = i( — 89 g)8(x—y) 一 
i2, Ty) (4-3-30) 
rr) = 0 (4-3-31) 
V. (r) =0 (4-3-32) 
Adz) =0 | (4-3-33) 
V*À =0 (4-3-34) 
EE AE MERE ry 的 意义 由 被 作用 量 的 Fourier 展开 来 确定 
1 


Cy) =— [ar i e (4-3-35) 


(4-3-26) ~ (4-3-34) 式 中 的 A, GO 和 RC 可 根据 约束 条 件 从 
对 易 关 系 式 和 各 种 物理 量 的 表达 式 中 消去 , 剩 下 的 4Gz) K Tlr) 
满足 如 下 关系 : 


[ À, (z), Ai(y)] =0 (4-3-36) 
Câ; C), f(y)] 一 0 (4-3-37) 
C A; GO, Rt (D ]. = 

itd (x—y) — i32 Ios 8 y) (4-3-38) 
V. A(zr)=0 (4-3-39) 
Ve- T (r)—0 |... (4-3-40) 


以 上 仅 讨 论 了 辐射 规范 下 电磁 场 的 量子 化 ,而 在 其 他 文献 中 
还 研究 了 采用 其 他 规范 条 件 进行 量子 化 的 问题 “六 . 对 不 采用 
Dirac 括号 的 算 符 形式 量子 化 的 Gupta-Bleuler 理论 ,在 量子 场 论 
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PRAHE. 


3 4-4 旋 量 场 量子 化 


旋 量 场 描写 自 旋 为 1/2 的 粒子 及 其 反 粒 子 . 根据 目 诈 和 
统计 的 关系 , 该 粒子 为 Fermi F. 旋 量 场 的 经 典 场 图 数 GO) 
应 为 Grassmann 代数 中 的 元 素 . 自由 旋 量 场 的 Lagrange 量 密度 

ce 一 Wiyra — m (4-4-1) 
Ep g= yla) AY = plr) = ptl) Bj Grassmann 代数 中 的 
奇 元 素 . 按 它 们 在 Lorentz 群 下 的 变换 性 质 , GO) 为 Dirac 旋 
it: (x) 为 Dirac JE e B 2" 为 Dirac 7- 和 矩阵 ,有 


yey” 十 yy* — 2g"" (4-4-2) 
场 的 Lagrange H E: 
S —— (Y^3, m) —0 (4-4-3a) 
0,1 一 .< 
$07 3,7" 4- m) —0 (4-4-3b) 


式 中 了 为 作用 量 ,1 = [d'r Lagrange 量 (4-4-1) 式 是 奇异 的 , 因 


为 其 中 不 含 贡 的 时 间 微 商 ,并且 So 对 少 的 依赖 是 线性 的 ， 
下 面 过 渡 到 Hamilton 形式 ,相应 和 vy 的 正则 动量 分 别 为 
IL 


A4 一 人 人 人， 一 i? (4-4-4) 
9y 
Ns 4 = 0 (4-4-5) 
ag 
这 两 个 式 子 均 不 能 确定 和 ,因此 初级 约束 分 别 为 
9, — nj; 0 (4-4-6) 
0, = n, — ipf? ~ 0 (4-4-7) 
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正则 Hamilton 量 密度 
2€, — n + yr — Z — QC— ira -- m (4-4-8) 
式 中 yg x, = (4) Gy), 等 . 总 Hamilton & 
Hr = [c2 Tom 一 A Gr, — iy?) dèx (4-4-9) 


RP A G0 8I X Go) X Lagrange 乘 子 ,它们 均 为 奇 变量 . 由 初级 约 
X O M O KARER OH 0 00 二 1,2), 给 出 了 确定 
Lagrange ÆT A (x2 € — 1,2) 的 方程 ,日 不 产生 次 级 约束 . AN, 
约束 外 和 9, 为 第 二 类 约束 . 

为 了 计算 与 第 二 类 约束 相应 的 Diac $6 E 7t A 0, 8 0, zm 
lE] BJ Poisson 括号 . 场 论 中 含 Fermi 于 情形 相 空 间 变 量 的 肾 数 FF 
fü G 的 Poisson 括号 


oF 
(F(x),G(y)) = Jes F(x) 36GCy) 


Ipla) 3m, 
u ncs 3G Cy) Qa Fr) 
C7 D^* 340) 2x 
Hi (4-4-6)、《4-4-7) 式 ,约束 0; A 0, 人间 的 Poisson 括号 48.,8) 构 成 

的 矩阵 


(4-4-10) 


ro X. 
C 一 一 i Bay . (4-4-11) 
/ 0 
其 逆 和 矩阵 
C^ (x,y) P la ) (4-4-12) 
X 7y) 一 1 一 -4- 
y yi 0 X Jy 
场 论 中 的 Dirac 括号 


(F(X) ,GC(Yy)}, = 
(F(X) ,Gly)} — Jdzdw FG) 46,6] ' 
ca (zw); Cw), GCy)?} (4-4-13) 
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XP c; (OjO) = 94. 由 此 可 求 出 


(Pr) PCy) o =— *85(—y) (4-4-14) 

(Gr) ax, Cy) n — — òlx— y) (4-4-15) 
Fermi 22 Jy 过渡 到 量子 理论 时 ， 

(d.m)p--—il p,a ]. (4-4-16) 


Xp ]; 为 场 算 符 的 反对 易 子 ; 9 Ws Ar NH ox 相应 的 
TRECE IB NEA ^ ”符号 ). 这 样 就 给 出 了 旋 量 场 的 量子 化 规则 . 


$4-5 旋 量 电动 力学 


Hie 1/2 的 粒子 (Fermi 子 ) 包 括 中 微 子 、 轻 子 、 重 子 和 quark ,人 
们 都 是 用 Dirac 旋 量 场 来 描述 . 自然 界 中 Fermi 子 的 4 种 基本 相互 
作用 是 由 Bose 子 来 传递 的 , 即 胶 子 (Bose 子 ) 传 递 quark (Fermi F) 
间 的 强 相互 作用 (量子 色 动 力学 ,QCD); 光 子 (Bose PARER T. 
quark 之 间 的 电磁 相互 作用 (量子 电动 力学 ,QED);W 粒子 .Z 粒子 
(Bose TO f£ iÉ $T quark .中 微 子 之 间 的 弱 相 互 作 用 (量子 味 动力 
学 ,QFD); 引 力 子 (Bose 子 传递 所 有 物质 间 的 引力 作用 .一 种 流行 
的 观点 认为 ,自然 界 的 基本 相互 作用 都 可 以 用 规范 理论 来 描述 , 传递 
相互 作用 的 Bose 子 正好 是 规范 粒子 . QED 是 其 中 最 成 功 的 Abel 规 
范 理论 ,其 理论 结果 与 实验 结果 符合 很 好 . QCD 和 QFD H dF Abel 
规范 理论 ,它们 也 取得 了 相当 的 成 功 . 本 节 从 约束 的 观点 来 分 析 自 
旋 1/2 的 粒子 与 电磁 场 相互 作用 的 电动 力学 ( 旋 量 电动 力学 ). 

自 旋 1/2 的 自由 旋 量 场 的 Lagrange 量 密度 为 

SL, = pAUY9, — m) (4-5-1) 

式 中 :y 为 复 四 分 量 Dirac JE E. H9 —9^ r, I 9 FRE 
Grassmann 代数 ;7, 为 四 维 Dirac 和 矩阵 ; 旋 量 场 和 电磁 场 的 相互 作 
用 ,可 通过 了 负 一 2 一 ie4 的 代 换 得 到 .下 考虑 到 上 自由 电磁 场 的 
Lagrange 498 BE ,放量 场 与 电磁 场 耦 合 的 Lagrange EYR X 
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l 


L =— z FF” + J[1Y,(3" ~ ieA^) — m |g = 
Leon tt Lyt ER (4-5-2) 
其 中 
ce = n Fe (F, =3,A, —3A,) (4-5-3) 
La —egY pA" (4-5-4) 


显然 ,Lagrange & (4-5-2) 式 在 
A, Cr) > A,Cr) + 3,£x) 
gr) — exp (iee(zr2)4x) | 
plx) > 9G)expC— iee(x)) 
定 域 变 换 下 具有 不 变性 . 变换 (4-5-5) 式 构 成 U(1) Abel 规范 群 . 
旋 量 电动 力学 具有 UU(1) 定 域 规范 不 变性 . 
系统 的 Lagrange 量 (4-5-2) 式 是 奇异 的 ,在 相 空 间 描 述 中 , 系 
统 存在 固有 约束 . 与 场 A 和 y 相 应 的 正则 共 因 动 量 分 别 为 


(4-5-5) 


rp (4-5-6) 
9 À, 
"AS d — 
T, = ——— = WY (4-5-7) 
9 Y 
LL 
Ny 二 = OU C Q (4-5-8) 
9 p 
初级 约束 分 别 为 
H= 20 (4-5-9a) 
? = m,— i a0 (4-5-9b) 
$$ — mjae0 (4-5-9c) 
正则 Hamilton f& 25 HE 


eb, =z" A, + Yr + ng 一 £f 一 
FT? + Aam; + edu) 十 
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FL — idY* (3, — ieADY + md (4-5-10) 
总 Hamilton 量 
Hr = [Pr HAR HRR ERE (4-5-10) 


量子 理论 中 , 旋 量 场 多 是 反对 易 的 . 对 应 于 经 典 理 论 Fermi 
32 y MA Grassmann- 数 ;而 Bose 场 则 对 应 于 C- 数 ;同时 含 Bose 
场 和 Fermi 场 的 系统 ,Poisson 括号 则 修改 为 Bose-Fermi 括号 
(BFB) .算出 不 为 0 的 基本 (等 时 )BPFB 为 


{A,X) TY) = 0,0(x — y) (4-5-12a) 
(PCr) m, Cy); 一 一 SC — y) (4-5-12b) 
($C) ,ns(y)} =— Hx — y) (4-5-12c) 
由 初级 约束 的 目 洽 性 条 件 , 可 给 出 
,Hr} =ar + ed 20 (4-5-13) 
Hr) —— ia (Y) — mj + e(Y*A,) + 

(3) 240 (4-5-14) 

($8, H4) —— i34,07*9) + mj — eQ"A,4) 十 | 
(A2?) ~œ 0 (4-5-15) 

由 (4-5-13) 式 给 出 次 级 约束 

9 = 3r + egy a0 (4-5-16) 


而 (4-5-14)、(4-5-15) 式 确定 了 Lagrange RF A^ I A, H EE XC 
其 他 约束 . 可 见 ,(4-5-16) 式 恰 为 Gauss 定律 . 电荷 密度 


j = eg» 

2358 (91.42.22, 9 0 ZEA A 0 的 Poisson 括号 为 
($222.45 0(40] =— a x — y) (4-5-17a) 
($2022, (0) — eg»? Hx 一 y) (4-5-17b) 


(9902), (420) — — eXyà(x — y) (4-5-17c) 
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因此 ,4, =p 为 第 -- 类 约束 ,而 A 0 4 D 96 — 23€ ADR BETA 

构成 第 二 类 约束 的 最 小 数目 的 集合 . 约束 办 在 耦合 和 常数 为 0 时 ,化 为 

自由 电磁 场 的 约束 , 即 4x; 守 0. 在 自由 电磁 场 中 办 是 第 一 类 约束 .如 

果 属于 第 二 类 约束 的 最 小 集合 , 零 耦 合 极限 将 是 不 可 能 的 ,因而 

必 和 存在 约束 的 线 C 性 组 合 ,使 其 变 为 第 一 类 约束 ,这 个 线性 组 合 是 
A; =$ + ie ($y + 494,0) = 


dm, 一 le (frs T om) (4-5-18) 

由 于 
($2 20 A Cy)} -1ed; 8x — y) 20 (4-5-192a) 
(9$ C232 ,A;Cy2) — — 1e$$ 0(x — y) 790. (4-5-19b) 


这 样 ,Al 二 办 和 A 为 第 一 类 约束 ,各 和 加 为 第 二 类 约束 ,同时 给 
出 了 第 一 类 约束 的 最 大 数目 . 

为 了 建立 系统 的 量子 理论 ,给 出 场 的 量子 化 条 件 , 应 选取 规范 
条 件 . 因 系 统 含 两 个 第 一 类 约束 ,所 以 需 选 取 两 个 规范 条 件 . 由 于 
电磁 场 与 物质 场 相互 作用 ,此 时 用 辐射 规范 (4-3-11)、(4-3-12) 式 
已 不 再 合适 了 ,因此 ,不 能 同时 有 Ao= 二 0 和 34,;==0, 否 则 会 与 系统 
的 运动 方程 不 相 容 . 设 选取 其 中 一 个 Coulomb 规范 

(2, = 3A; 722 0 (4-5-20) 
因为 0, 一 34; 二 4Fw 十 43446, 由 自治 性 条 件 有 Qao. fi (4-5-6) 
式 , 男 一 个 规范 条 件 可 取 
N, = 3n; + YA 20 (4-5-21a) 
或 
人 一 4 一 A arms0 (A= yv’)  (-5-21b) 
这 些 规范 条 件 与 第 一 类 约束 满足 


det|(1Q;,,4,)1] 20 (i,j — 1,2) (4-5-22) 
X BH (4-5-16) AA 2 oz 0 25 
tA = A (4-5-23) 
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其 中 A, 为 电磁 场 的 标 势 . (4-5-23) 式 正好 是 电动 力学 中 的 Pois- 
son 方程 ,其 解 为 


—— 3 Jo) EO 
AGO & d'y LU (4-5-24) 


可 见 ,在 旋 量 电动 力学 中 一 般 4u<z0 不 成 立 . 所 以 ,(4-5-24) 式 就 
代替 了 自由 电磁 场 中 的 规范 条 件 AS 0. 

将 所 有 约束 条 件 和 规范 条 件 一 起 记 为 0; — (0,4. QA; 
,名 ) ,这 时 所 有 这 些 约束 更 一 起 变 为 第 二 类 约束 . EE. 


Poisson 括号 1@;,@;} 构 成 矩阵 
0 1 — i 0 0 Q 
一 上 0 Q 9 Ü O 
] 0 0 — å 0 
0 0 A 0 一 ie$5 (x) iei Cr) 5(x 一 了 ) 
0 0 0  ief!(z) 0 一 i» 
0 0 0 — ieg! (r) i7? 0 
(4-5-25) 
Ht B E 
0 一 1 0 0 0 0 
1 0 0 A^ edi(y)YIA! — egiya] 
0 0 0 AT! edjQ(0?9A^! — epy) YAT! 
0 A” — Ar- 0 0 0 y) 
0 ep (r) PAT — ef(aY'As 0 0 TÀ 
0 — efÉ(x)*A^À —ePA? 0 jy? 0 
(4-5-26) 


下 面 给 出 算 符 形式 Dirac 量子 化 .根据 Dirac 括号 的 定义 式 
(4-4-13)、(4-5-26) 式 可 求 出 场 量 A;、x .J.Y 之 间 的 Dirac 括号 ,其 
他 场 量 间 的 Dirac 括号 可 由 约 东 作为 强 方程 而 得 到 , 即 

LL 3 TA 
A Cr) -e| Yaxix y] (4-5-27) 
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(xc) =0 (4-5-28) 
mr) =— i9» (4-5-29) 
mlx) = () (4-5-30) 


场 量 Apy 之 间 的 不 为 0 的 Dirac 括号 分 别 为 


LAC) m (y)]p 一 Ò} óCx 一 y) E A5 nix — yl (4-5-31) 


(9 (2), Py) }o =— 18 — y) (4-5-32) 
值得 注意 的 是 ,(4-5-31) 式 与 自由 电磁 场 在 辐射 规范 下 的 Dirac 括 
号 相同 ;而 (4-5-32) 式 与 自由 Dirac 旋 量 场 的 结果 相同 . 由 Fermi 
场 y 过 渡 到 量子 理论 时 ， 


(plo 一 一 [4.9]. (4-5-33) 


ARAP 8s ]]; 为 反对 易 子 . 这 样 就 给 出 了 旋 量 电 动力 学 在 Coulomb 
规范 中 的 量子 化 . 

类 似 地 ,可 以 讨论 电磁 场 与 复 标量 场 耦 合 时 的 正则 量子 化 ( 标 
量 电 动力 学 ). | 

不 同 规范 下 量子 理论 的 等 价 性 可 参见 文献 [19]. 


$ 4-6 Chern-Simons 物质 场 


在 (1 十 2) 维 时 空中 任意 子 (anyons) 呈 现 出 的 分 数 自 旋 和 分 数 
统计 性 质 ” ,与 凝聚 态 物 质 的 某 些 现象 相关 (特别 是 分 数量 子 
Hall 效应 天 ' 所 和 高 温 超 导 -5) ,受到 人 们 的 广泛 关注 . 从 量子 力学 
和 量子 场 论 方面 均 开 展 了 理论 研究 ,但 量子 场 论 方面 的 研究 远 远 
不 及 量子 力学 开展 得 充分 52. 在 场 论 水 平 上 研究 任意 子 ,Abel 
Chern-Simons 理论 与 物质 场 最 小 耦合 是 最 基本 的 系统 . 

复 bius Hu Chern-Simon 项 在 (1 十 2) 维 时 空中 的 Lagrange 
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量 密度 
c = (D9)* (Dy) 十 i8 ARA, (4-6-1) 


XB .D,23,—14,5€:; —1. (4-6-1) 式 对 应 的 作用 量 在 下 列 变换 下 
7 UE (Lagrange 量 改 变 一 散 度 项 ): 
PT) > er IAI) A,x) > AQ 十 aeGr) (4-6-2) 
Lagrange 量 (4-6-1) 式 是 奇异 的 ,在 给 出 此 奇异 Lagrange 系统 的 
Dirac 量子 化 时 , 先 写 出 该 系统 的 正则 形式 表述 . 
场 量 A 95 p Bg3E S EAT 91 S 


n- om REPE 
3A QA 4 
L 
poe) = (Do (4-6-4) 
d 
pz = De (4-6-5) 
9 vq 


式 中 e — e. 系统 的 正则 Hamilton & 
et. 一 fxA， 十 no+ rg — Z 一 
rr —(D,9' (Dig) — A, 54/44, — J.| (4-6-6) 


式 中 
J, = i9 — g r*) (4-6-7) 
此 系统 含 两 个 第 一 类 约束 ( 见 3 3-4) , BB 
| A, =m 220 (4-6-8) 
A, — I—EA, — J, œ 0 (4-6-9) 
2T 


含 两 个 第 二 类 约束 , 即 


Ü, 一 JT, 一 ree ax 0 (4-6-10) 
K 
0, = n, + Jr a 0 (4-6-11) 


127 


按照 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 规则 ,对 含 第 一 类 约束 的 系 

统 , 需 选取 规范 条 件 . 考虑 采用 Coulomb 规范 有 
N, = 3A zx 0 (4-6-12) 
由 于 存在 两 个 第 一 类 约束 ,还 需 再 取 男 一 个 规范 条 件 . 其 规范 条 件 
至 少 应 满足 一 些 基 本 要 求 , 例 如 规范 条 件 必须 能 圈定 规范 、 必 须 为 
系统 动力 学 演化 所 和 保持、 必须 是 可 达到 的 等 . 下面 从 Coulomb 规 


范 随时 间 演 化 的 稳定 性 2.00 和 系统 的 运动 方程 来 确定 另 一 规范 
条 件 .由 (4-6-1) 式 写 出 A, 的 Euler-Lagrange 方程 得 


engA, = J" (4-6-13) 

2T 
式 中 

J^ — — ig* D'o + i(D^e* 2g (4-6-14) 
HT e CN 一 2160, ;所 以 (4-6-13) 式 又 可 写 为 

9,À; 一 Tep" (4-6-15) 
从 而 

aa 4i) = Tem M^ (4-6-16) 
iL 一 0 ,得 

3,(2*A, — 3A) = Ze J" (4-6-17) 
由 Coulomb 规范 的 稳定 性 要 求 3 1A 240, A (4-6-10 R 

APA, ^x e091 (4-6-18) 
H (4-6-15 式 , 又 有 | 

3'(4A) = 到 so J" (4-6-19) 
i A 二 0, 得 

g DA m g '9.A, 一 一 M ME (4-6-20) 


H (4-56-18), (4-6-20) 式 得 
33 A, ~ Pe, gi (4-6-21) 
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记 了 二 39', 这 样 , 男 一 个 规范 条 件 可 取 为 

Q, =— vA, + Pea JH 0 (4-6-22) 
所 有 约束 A AGGL DARGAR 1,0; 一 起 构成 第 二 
类 约束 . 这 样 可 通过 Dirac 括号 和 量子 括 叶 的 对 应 关系 实现 对 系 
统 的 量子 化 ,其 对 应 关系 为 {*，，})p 一 一 1L。， |j. 计算 出 场 量 、 正 

WHEA Dirac 括号 后 ,可 得 出 非 零 的 等 时 对 易 关 系 , 即 
[e(r),m(y) ] = 16x — y) (4-6-23) 
[e r),z^ (y)] = id(x — y) (4-6-24) 


[PEA] =— Aaea Ga — y) (4-6-25) 
p (x), A;iCy2] == am (x)6,3 2 G(x — y) (4-6-26) 
UrG).AG0] = PnGo)eg1GG — y). — 4-627) 


[x (xX),A(y)| — — EA (x)6,2 1G(x — y) (4-6-28) 
AP GG — y) 为 二 维 空间 的 Green 函数 , 它 适 人 台 
V GG) =— 6x) (4-6-29) 


类 人 地 ,对 Chern-Simons 项 与 Fermi 场 耦合 的 情形 也 开展 了 
研究 


3 4-7 WAE HIA 


自 对 偶 场 的 量子 化 与 纹理 论 有 关 "”, 自 对 偶 理 论 引 起 了 人 们 
REE. (1 十 1) 维 自 对 侦 场 (自由 场 ) 的 Lagrange 量 - 
g^, —$$9 — (PY (4-7-1) 
式 中 点 与 撤 分 别 代 表 对 时 间 和 空间 的 微 商 . (1 十 1) 维 自由 电磁 场 
的 Lagrange 量 
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> 一 7, — A? | (4-7-2) 


(4-7-2) 式 不 描述 任何 实际 光子 ,因为 在 空间 中 无 横向 . 考虑 一 个 
€ «^, 和 纪 , 且 有 相互 作用 的 模型 ,其 Lagrange 4- 
y" —$4 — (9? 十 308 一 A! + 
có CA, — A) 一 zeA (4-7-3) 
式 中 c 是 一 个 具有 质量 量 纲 的 实 参 数 . (4-7-3) 式 不 是 规范 不 恋 
的 . 一 个 规范 不 变 的 Lagrange E^ 
L —bd — GUY LO, — A! e Cl — AD 一 


zeA 一 bb — (8) + cO CA, + A) (4-7-4) 


式 中 6(z) 为 另 一 个 动力 学 变量 . 显然 ,由 这 个 Lagrange B BOE BJ 
作用 量 在 
光一 e(z)，80 一 一 ce(z)，34, 一 一 二 3e(z) (4-7-5) 


的 规范 变换 下 保持 不 变 . 因此 ,Lagrange 量 (4-7-4) AE SEE HJ. 
根据 (4-7-4) RRS A Ap 和 6 相应 的 正则 共 固 动量 
分 别 为 


z? -97 — 0 (4-7-6) 
JÄ, 

n =? = A — A's (4-7-7) 
3 A, 

7, —-9* 一 少 (4-7-8) 
à $ 

r =? =o (4-7-9) 
38 
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从 而 得 到 系统 的 初级 约束 分 别 为 


pP =r 20 (4-7-10) 
$ =m P 70 (4-7-11) 
$3 =r, 4-0 20 (4-7-12) 


系统 的 正则 Hamilton 量 
H. = |a'aat. — [EET n, + n^ A, — L| = 


[a[i mA G* er AD + 


eA (Y! — e (CA, H A | (4-7-13) 


总 Hamilton 量 
Hr = [arire HACE] (4-7-14) 


Ap (xa = 1,2,3) X Lagrange 乘 子 场 . 初级 约束 随时 间 演 化 
HJ B T6 TEZR f/f y 
$a Cx) = {$i Hr? -一 


[dy (G0 26.00 + fGMIGO) ~ 0 (7-15) 
由 $ ‘0 求 得 的 次 级 约束 
$9 =ar +e F0) 20 (4-7-16) 
由 $320 fil $9220 给 出 的 是 确定 Lagrange R F A^ (2) 和 (zx) 的 
方程 , 既 不 给 出 次 级 约束 , 且 次 级 约束 (4-7-16) XX 的 自治 性 要 求 
$ '! 和 0, 也 不 导致 新 的 次 级 约束 . 对 约束 (4-7-11)、(4-7-12) 式 和 
(4-7-16) 式 做 线性 组 合 ,得 
A; = m 十 70 44 —m,--0)220 (4-7-17) 
这 样 A 二 加 和 A; 58 —28 £9 98 ,0, — 492 $0 0,— 495 为 第 二 类 约束 . 
相应 于 两 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 两 个 规范 条 件 , 即 
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R —— A,— A, 720 
(2, —0' 20 


(4-7-18) 
(4-7-19) 


可 见 ,; 所 有 约束 条 件 和 规范 条 件 ( 约 束 ) 一 起 ( 记 为 B;) 都 变 为 第 二 
类 约束 . 由 这 些 第 二 类 约束 O,220 的 Poisson 括号 构成 矩阵 


[ (5, (x) ,DB,(y) 2 — 


0 0 0 0 ] Ü 
0  —29, 0 0 0 0 
0 Q 2d, 0 0 à, 
C 
|. Q d, 
0 0 0 ; 
一 ] 0 0 d; 0 0 
C 
d -一 一 
0 0 , 7 人 Ü 0 


利用 


一 一 9 |6(r—y) 


(4-7-20) 


dec; Gc (9, $,()) = 843 — y) (4-7-21) 


(4-7-20) 式 的 逆 阵 CT 为 


- Z adla) 0 Ty) ry) zy) 一 全 az 一 人 
0 一 De G- y) 0 0 0 
] l ] 
一 òlr- y) 0 (ry) 3 0») 0 
-r (zy) Ü rey) eG») — Les y) 
8Cr— y) 0 0 0 0 
二 8(z- y) 0 0 一 Ley) 0 
(4-7-22) 
AP € J Br ER R LB GO H 
Ee(X) =— E(— x) (4-7-23) 
delz 
de(r) L 23(z) (4-7-24) 
dx 
根据 Dirac 括号 的 定义 ;有 
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(F(x),GCy)lo = 
IF), GO} — [dzdw (FG ,D(z)) 


c5 (G w) (B,C) ,Gy)) (4-7-25) 


求 得 该 系统 所 有 非 零 的 Dirac 括号 为 
CAL C7) Try) yp 一 Cr m y) 


LA, GO A (y) ho =— EG — y) 
LAS CX), y) D — 07 (Alr), As Cy2)p -一 
与 38(z — y) 
(Alz) A (yp =— òlr — y) (4-7-26) 
(A Cr) $2 jp 一 一 LAS Cr2,$€y2jp = 
— 一 3(z — y) 
(A, (2) m Cy))IDp 一 一 (A(T) ,As (yy) yp — 
TRE -— y) 


ERA EEH Dirac 45 525 Jg 0. 通过 代 模 (，,，}hb 一 一 i| tse 可 得 
到 场 的 量子 插 号 , 即 得 到 诸 场 量 间 相应 的 对 易 关 系 式 . 


$4-8 £5-Mills 27 


dE Abel 规范 场 ( 杨 -Mills £5) 的 Lagrange & 4E JE 
Z =— n (4-8-1) 
式 中 
Fi 一 094 一 904 十 BA44 (4-8-2) 


为 场 强 张 量 ;42 为 规范 势 ( 杨 -Mills 80; fa dE Abel 规范 群 的 结 
构 常 数 . 相 应 于 42x 的 正则 动量 
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m5 = —— = FY (4-8-3) 
正则 Hamilton 量 


H, = | dz| tnt — Agami + EFSF + 
V 


g fi AS Am; ) (4-8-4) 

初级 约束 
$;—m 220 (4-8-5) 

次 级 约束 
$ = 3m,— gfiAm,.-—D;zme0 (4-8-6) 


AP D; 代表 协 变 微 商 . 约束 $2020 和 $1220 均 是 第 一 类 的 . 
对 第 一 类 约束 需 选 取 适 当 的 规范 条 件 . 考虑 取 Coulomb 规范 
Qi = JA 290 (4-8-7) 
E (4-8-2) RA | 
dj (b = 3 Fo + 39'8A$ t gf3' ASA: (4-8-8) 
由 25220 的 稳定 性 可 取 男 一 个 规范 条 件 , 即 
. (p -—29'n + I'A — gfi Aid Ao 70 (4-8-9) 
规范 条 件 520 25520 和 约束 条 件 42220. 4, 220 一 起 ,使 所 有 约束 
(包括 规范 约束 ) 成 为 第 二 类 约束 . (4-8-9) 式 和 电磁 场 理论 中 出 现 
的 规范 条 件 不 同 , 这 里 出 现 了 非 线 性 项 . 
从 (4-8-9) 式 可 以 解 出 4。 作为 其 他 变量 的 函数 , 为 此 ,引入 算 符 


Ma = 0,3, 9*— g f; Ad: (4-8-10) 
于 是 (4-8-9) 式 可 写 为 
M,Abz— 3m, — (4-8-11) 
将 算 符 Mu 的 Green iR ia G^ 


M(x)G* (x, y, A) = ddr — y) (4-8-12) 
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这 样 , 从 (4-8-11) 式 可 解 出 
A2 A — |d'y6^ Gc y Dani (4-8-13) 


规范 条 件 3 和 05 与 场 方程 是 相 容 的 . 

按 约 束 系 统 的 Dirac 量子 化 方法 ,进一步 需 计 算 约 束 和 规 区 
REAL 05 , 050 ZZ IBI Poisson 括号 ;然后 再 求 出 Dirac 括号 ， 
i| a 5 $$; Z8] Poisson 括号 为 


(2.427,41 (52) — — Mió(x — y) (4-8-14) 


K M; 为 (4-8-10) 式 含有 场 量 的 算 符 ;最 后 求 出 的 基本 Dirac 括 
号 十 分 复杂 ,用 这 些 括号 成 功 地 实现 正则 量子 化 是 十 分 困难 的 
CS 4-6 中 也 有 类 似 情 况 ). 对 非 Abel 规范 场 , 用 正则 算 符 形式 量 
子 化 ,处 理 上 十 分 不 方便 . 下 章 讨论 路 径 积 分 量子 化 方法 ,对 非 A- 
bel 规范 场 的 量子 化 是 十 分 有 效 的 ;而 用 Dirac 括号 对 非 Abel 规 
范 场 实现 其 量子 化 不 是 最 佳 方案 . 


参考 文献 


[1] Dirac P A M. Lectures on Quantum Mechanics, New York: Yeshiva 
University, 1964 

[2] Faddeev L D. Theor Math Phys, 1970, 1: 1 

[3] Senjanovic P. Ann Phys (N YO, 1976, 100, 227 

[4] Fradkin E S, Vilkovisky G A. Phys Lett; 1975, B55: 224 

[5] Fradkin E S, Vasilev M A. Phys Lett, 1977, B72: 70 

| 6] Fradkin E S, Fradkina T E. Phys Lett, 1978, B72: 343 

[7] Batalin I A, Vilkovisky G A. Phys Lett, 1977, B69; 309 

[8] Batalin I A, Fradkin E S. Phys Lett, 1983, B128: 303 

[9] Henneaux M. Phys Rep, 1985, 126; 1 


[10] Henneaüx M, Teitelboim C. Quantization of Gauge System. Princeton; 


135 


Princeton University Press, 1992 

[11] Faddeev L D, Popov V N. Phys Lett, 1967, B25; 30 

[12] Slavnov A A, Faddeev L D. Introduction to Quantum Theory of Gauge 
Fields. Moscow: Nauka, 1978 

[13] De Witt BS. Phys Rev. 1967, 162; 1195 

[14] Batalin I A, Vilkovisky G A. Phys Lett, 1981, B102; 27 

[15] Batalin I A, Vilkovisky G A. Phys Rev, 1983, D28: 2567 

[16] Gomis J, Paris J, Samuel S. Phys Rep, 1995, 259. 1 

[17] 李子 平 ， 物 理学 报 ，1996，45: 1255 

[18] Gitman D M, Tyutin I V. Quantization of Fields with Constraints. 
Berlin: Springer-Verlag, 1990 

[19] Feynman R P, Hibbs A R. Quantum Mechanics and Path Integrals. 
New York; McGraw-Hill, 1965 

[20] Parisi C, Wu Y S. Sci Sincia, 1981, 24, 483 

[21] Nakanishi N. Prog Theor Phys Suppl, 1972, 51; 1 

[22] Faddeev L D, Jackiw R. Phys Rev Lett, 1988, 60: 1692 

[23] 李子 平 . 经 典 和 量子 约束 系统 及 其 对 称 性 质 . 北京 : 北京 工业 大 学 出 版 
社 ，1993 | 

[24 ] Sundermeyer K. Constrained Dynamics. Berlin; Springer-Verlag, 1982 

[25] Kummer W. Acta Phys Austr, 1961, 14. 149 

[26] Arnowitt R, Fickler SI. Phys Rev, 1962, 127; 1821 

[27] Willemsen J F. Phys Rev, 1978, D17: 574 

[28] Chang S S. Phys Rev, 1978, D12: 2611 

[29] Creutz M. Ann Phys (N YO, 1979, 117; 471 

[30] Schweber S S. An Introduction to Relativistic Quantum Field Theory. 
New York; Harper and Row, 1964 

[31] EFF, BEAJ. 群 论 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 . 乌鲁木齐 : 新 疆 人 民 出 
版 社 ，1988 

[32| Wilezek F. Phys Rev Lett, 1982, 49. 957 

[33] Halperin B I. Phys Rev Lett, 1984, 52; 1583 

[34] Arovas D, Schrieffer J R, Wilczek F. Phys Rev Lett, 1984, 53; 722 


136 


[35] Laughlin R B. Science, 1988, 242. 525 

[36] Forte S. Rev Mod Phys, 1992, 64. 193 

[37] Boyanovsky D. Int J Mod Phys, 1992. A7; 5917 

[38] Banerjee R. Phys Rev, 1993, D48: 2905 

[39] Labastid J M F, Pernici M. Phys Rev Lett, 1987, 59. 2511 
[40] Mezincescu l, Nepomechie R I. Phys Rev, 1988, D37. 3067 
[41] Floreamini R, Jackiw R. Phys Rev Lett, 1987, 59. 1873 
[42] Ghosh S, Mitra P. Phys Rev, 1991, D44: 1332 

143] ARR. VECES. 1991, 42. 536 


137 


第 五 章 
路 径 积 分 量子 化 


系统 的 经 典 理 论 过 小 到 量子 理论 , 除 采 用 正则 算 符 形式 的 量 
子 化 外 ,也 可 采用 路 径 积 分 ( 泛 函 积分 ) 量 子 化 .在 量子 力学 中 ,这 
两 种 形式 的 量子 化 结果 是 等 价 的 . 从 正则 算 符 形式 量子 化 出 发 ,可 
导出 路 径 积 分 量子 化 结果 ;反之 ,从 路 径 积 分 量子 化 出 发 ,也 可 导 
出 正则 算 符 形式 量子 化 结果 .本章 从 介绍 量子 力学 中 的 路 径 积 分 
量子 化 开始 ,一 直到 讨论 规范 场 的 路 径 积 分 量子 化 ,特别 是 着 重 前 
明了 约束 Hamilton 系统 (奇异 Lagrange 量 系 统 ) 的 路 径 积 分 量子 
化 ,并 对 含 第 一 类 约束 系统 和 含 第 二 类 约束 系统 分 别 作 了 讨论 ,说 
明了 基于 BRST 对 称 的 BFV 量子 化 方案 ,讨论 了 路 径 积分 量子 
化 在 杨 -Mills 场 和 Chern-Simons 理论 中 的 应 用 . 


$5-1 路 径 积分 


量子 力学 和 量子 场 论 中 的 路 径 积 分 (或 称 沁 上 困 积 分 ) 形 式 的 表 
述 始 于 Dirac Bj & 9j 58 48 ^7, KJ Feynman 的 工作 奠定 了 这 个 理 
iE XB dE gi. Faddeev 和 Popov 把 Feynman 提出 的 路 径 积 
分 方法 用 于 规范 理论 ,成 功 地 实现 了 非 Abel 规范 场 ( 如 杨 -Mills 
场 ) 的 量子 化 后 . Faddeev-Popov 方法 是 非 Abel 规范 场 最 简单 的 
量子 化 方法 , 它 是 一 种 比较 直观 的 、 非 严格 的 量子 化 方法 .路径 积 
分 形式 量子 化 在 量子 力学 ,特别 是 在 现代 量子 场 论 ( 非 Abel 规范 
场 ) 中 得 到 了 广泛 的 应 用 中. 

关于 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积 分 量子 化 ,Faddeev 首先 给 
出 了 仅 含 第 一 类 约束 系统 的 路 径 积分 量子 化 ,Senjanovic 给 出 
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了 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 化 ” , 通 
常 将 其 称 为 FS 量子 化 方案 . Batalin, Fradkin 和 Vilkovsky 建立 
了 一 种 所 谓 非 闭合 规范 代数 的 量子 化 方法 ”下 ,并 将 这 种 方法 称 
为 BFV 量子 化 方案 . 它 是 一 种 协 变性 量子 理论 ,不 约 化 相 空间 ,而 
dE 34 13118 E Grassmann 数 扩 展 相 空间 .扩展 相 空 间 中 的 BFV 路 
径 积 分 对 应 于 一 个 无 约束 的 Hamilton 系统 .目前 人 们 常用 的 
BFV 方案 是 建立 在 BRST (Becchi- Rouet-Stora- Tyutin) XJ ff AF H 
基础 上 的 Hamilton 形式 的 BRST 量子 化 方法 (BRST 变换 和 BRS 
变换 是 性 质 上 非常 相近 的 变换 ). 基于 Lagrange 形式 的 BRST 路 
径 积 分 量子 化 , 即 所 谓 BV(Batalin-Vilkovisky) 量 子 化 方法 94 ， 
受到 人 们 的 关注 . 

约束 Hamilton 系统 的 算 符 形式 的 正则 量子 化 和 路 径 积 分 量 
子 化 , 均 是 建立 在 经 典 Dirac 约束 理论 基础 上 的 ,涉及 Dirac 猜想 
(所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 变换 的 生成 元 ) 是 否 有 效 . 一 些 重 要 的 
物理 系统 , 按 Dirac 猜想 尚未 导致 不 合理 的 结果 ,这 样 相应 每 一 个 
第 一 类 约束 , 需 选 取 一 个 规范 条 件 .实际 上 对 于 某 些 特殊 的 奇异 
Lagrange & 7& f ,Dirac 5B 18 Je R RE, 对 此 类 系统 的 量 
子 化 问题 需要 重新 考虑 . 

Faddeev 和 Jackiw 提出 了 一 种 与 传统 方法 不 同 的 约束 系统 
的 量子 化 方案 .在 这 种 方案 中 不 需要 区 分 初级 和 次 级 第 一 类 与 
第 二 类 约束 .在 一 些 模型 中 将 这 种 量子 化 方法 与 Dirac 方法 的 结 
futi: f ERAR. 

在 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 中 ,用 路 径 积 分 形式 有 其 突出 
的 优点 ,出 现在 路 径 积分 中 的 量 均 是 C- 数 , 这 不 仅 为 分 析 系 统 的 
量子 对 称 性 质 带 来 了 方便 ,也 为 Faddeev-Popov 的 直观 理论 提供 
了 依据 . 为 了 研究 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 化 形式 ,首先 简要 地 介 
绍 一 些 量子 力学 和 量子 场 论 中 路 径 积 分 的 有 关 知 识 . 这 里 讨论 正 
规 系 统 ( 非 奇异 Lagrange 量 ) 的 情形 . 
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首先 说 明 最 简单 的 一 维 量子 力学 问题 . 设 9 (1) 代表 Heisen- 
berg 表象 中 zt 时刻 的 广义 坐标 算 符 ; pO RRE NH H E 
算 符 ;19,t) 代表 Heisenberg 表象 中 算 符 9 OO 的 本 征 态 ,其 本 征 值 
ÀJ q, Bi 

qg (t)|q,t) = 919.0 (5-1-1) 

在 Heisenberg 表象 中 , 态 矢 是 不 随时 间 改 变 的 ,其 记号 iq.o 中 的 
t 只 是 表示 t 时 刻 算 符 g (1) 的 本 征 态 . 

it Hamilton 算 符 互 不 显 含 时 间 , 作 时 间 平 移 得 到 与 时 间 有 
RUAT OG) MAE 以 及 不 同时 刻 的 Heisenberg 态 矢 1g,z) 
和 |p,i). 


iH (t—1.) ^ —i1H G—19) 


q) =e og (to)e (5-1-2a) 


iH (— £9) ^ iH G—t) 


pa) 一 e pte (5-1-2b) 
FER iqiMiq-iquo.'pom/mip-lsobziESUF-AIESE 
换 关系 : 


UNE —e 0 Iq? (5-1-3a) 


LH (—tà 


|p.t) =e "|p) (5-1-3b) 
现在 计算 上 时 刻 处 于 本 征 值 为 9 的 量子 态 |g,?) ,到 zt' 时 刻 处 
于 本 征 值 为 gq 的 量子 态 |g'x') 的 跃迁 矩阵 元 


GRE 


(q' ,t! |q,t? = (q'le Iq? (5-1-4) 
JF ERE 29 f ROB BE 7o zx, IE PRG i K (9 ,t 54,0. E Ae t NE] 
位 于 9 处 的 粒子 到 过 时 刻 位 于 9' 处 的 概率 幅 . 将 时 间 区 间 [z,z'] 分 
为 了 个 小 间隔 ,每 个 小 间隔 的 长 度 e 王 瑟 一 二 1 = 二 1,2,…,n), 并 
id t, — t,t, =C. EKA] 的 一 个 分 点 去 * 有 


faga» (qisti) (qist; | = ] ( = ,2,7:,n 一 ] ) (5-1-5) 


将 其 插 和 人 转换 矩阵 元 中 得 
K (q' T ;9 t) 一 (q' TA gt) 一 
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[dai da. (d st ga iota 1) * Quota] 


|gs ,ts) XIosta|gisti? (isti igst) (5-1-6) 
在 小 区 间 (;-1,t;) 上 ,有 


(qisti lgj- stj) = (q; |e 


—i HG. t. 


1 'Ig;- PES 


(q;|1 m ie A Iq; 4? (5-]-7) 
由 于 Hamilton S ££ 是 9 和 的 函数 . 当 A deg 和 方 的 多 项 式 时 ， 
利用 对 易 天 系 将 每 一 项 中 的 算 特 g 排 在 算 符 p 的 左边 ,利用 关系 式 


— dp, mE EZ —ip REES 
|q;_1) m | Pn 2€bjlq; — pru P ) (5-1-8) 
可 得 


^ d -ipa 
al A la =| we atg E CR, BOIBO = 


P Hq, p) (5-1-9) 


AP: REGIE xA ERI BXUG ERIS 2E RR C- 数 的 
正则 Hamiltont H (9,5) . 这样, 量子 系统 的 转换 矩阵 元 ,就 转化 


dp; i 
(qjst;|g;_1,t;_1) =| le ipi (3, — 4 一 p (] — 1£H ) 一 ~ 


E ,(0,—4, 


d 
p^ ~ exp{iLp;(q; 一 qi.) — EH} (5-1-10) 


Ir a 
从 而 (gq' ,t |q,t) =f Tfaa TI P. . 


expli Del p, -an — H| (5-1-11) 


当 7 一 co 时 ，, 记 


则 (5-1-11) 式 变 为 
(q' ,t'|g,t)? = m ep) exp| 3 if [pr)g (D 一 
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HUO, PED) = [2G e E] G1 
其 中 


P= |) — Ha) pl) dr (5-1-14) 


为 正则 作用 量 .这 里 补 写 了 自然 单位 制 中 省 去 的 因子 A. (5-1-13) 
式 中 积分 是 无 穷 维 的 , BLAUE E RE RC q CO 和 z(Gr)， 所 以 称 为 路 
£t GZ HO SL. 积分 是 对 定义 在 函数 空间 上 的 测度 施行 ,而 不 是 
对 实数 或 复数 域 上 的 测度 施行 . 这 个 路 径 积 分 的 确切 意义 是 由 
(5-1-11) 式 右 端的 极限 给 出 的 . 它 是 所 有 在 1 时刻 坐 标 为 gq 至 # 时 
刻 坐 标 为 9 的 相 空 间 中 一 切 路 径 (9(7),p(7)) 的 贡献 之 和 (在 并 
点 t 和 zt 时 刻 , 对 动量 没有 限制 ), 所 以 称 为 路 径 积 分 . 
讨论 一 种 简单 的 情形 .正则 Hamilton E H RS TEX: 


p EN 
H(g,p) = 2m + V (q) (5-1-15) 
此 时 可 以 作出 (5-1-11) 式 对 户 的 积分 ,利用 Gauss 积分 公式 


9 d 
N ki exp EI — qj) 一 zl 


| ] I M., 
A zal yE 24 (5-1-16) 
于 是 当 n 一 œ 时 ,(5-1-11) 式 就 化 为 
zril dq, 
(q' t | D = lim | 一 一。 
4 ^ zie | H [2xfic/m ]? 


exp e| 2| ge va» | (5-1-17) 


j=l 


或 简写 为 


1 I" 
qt lad [ze T | Zae [| Len à od] — 
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| 。， 
m )2|* 
C 
Gud | Za exp 


FI[g(r)] (5-1-18) 
A P 
Cg(r) = Il cq (5-1-19) 
j [2rhie/m |? 
L(q,q) = g — V(q) (5-1-20) 


式 中 :L(g,9) 为 经 典 Lagrange 882; Ila) ] 为 联接 g() — q f 
q(t) — q' 两 点 的 路 径 的 经 典 作 用 量 , 它 是 (Cr) BIZ BR. (5-1-18) 
式 是 位 形 空间 (坐标 空间 ) 中 的 路 径 积 分 . 对 某 些 特殊 形式 的 
Hamilton 量 , 相 空间 中 的 路 径 积 分 (5-1-13) 式 可 化 为 位 形 空间 中 
的 路 径 积 分 (5-1-18) XX. (5-1-18) 式 表明 ,量子 力学 中 的 概率 幅 
(q' at) 是 位 形 空间 中 所 有 联接 g(t) =q Mge) = 二 gq' 两 点 的 
路 径 q( 的 贡献 的 登 加 ;每 个 路 径 的 贡献 的 振幅 相同 而 位 相 不 


同 , 且 每 一 路 径 g(r) 对 位 相 的 贡献 为 e751, (t ula. 的 模 的 
平方 代表 概率 .不同 路 径 g(r) Ila t lat) 的 贡献 是 概率 幅 的 相 
加 , 而 不 是 概率 相 加 . 由 于 不 同 路 径 贡献 不 同 的 相 因 子 , 因 此 不 同 
路 径 之 间 会 发 生 相 互 干涉 . (5-1-18) RÆ Feynman 原来 采用 的 路 
径 积 分 形式 , 他 把 (5-1-18) 式 作 为 量子 力学 的 基本 假设 ,由 
(5-1-18) 了 式 可 导出 >chro dinger 方程 和 通常 量子 力学 中 算 符 的 对 
易 关系 (这 个 问题 将 在 后 面 讨论 ). 这 里 是 从 量子 力学 的 算 符 表述 
形式 推出 了 Feynman 的 路 径 积 分 形式 . 
在 Hamilton 算 符 H(z;g,p) 显 含 时 间 的 情况 下 ,计算 转换 算 
阵 元 需要 另 加 讨论 . 时 间 tto 的 算 符 2 和 态 矢 ,可 通过 么 正 变换 
实现 , 即 
Ô = U, ÂU sto) (5-1-21) 
Iq. = (U(r,t0)) tla) (5-1-22) 
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式 中 Iq— iq.to. TEA 

(q St iqt) = (gq IUG' OUGH))! lg) €5-1-23) 
算 符 U(,to) 适合 方程 

CU (sts) — —iH (tid , b UU,t) (5-1-24) 


式 中 9 二 9 GO. A= S (to). MARAA B CC ÉL GO | Lebesguse 
可 积 时 , 算 符 方程 (5-1-24) 3X IS ft Te dk HAE E — 907. V RF A (2) 
显 含 时 间 的 情形 下 ,不同 时刻 的 EO) 一 般 是 不 能 对 易 的 ,因此 
(5-1-24) XX B fit n] B Ag UH 


U (t,t) = T exp( — u É (r; q .p dr (5-1-25) 


式 中 了 代表 编 时 乘积 , 且 
Q (1) Ô G2. t, 
TCA Go 00) —4. (5-1-26) 
Q (6) Q C), t1 
将 (5-1-25) 式 代 入 (5-1-23) xx, 18 
(q' ,t' ig,t? = (q' lU (t! t) |q) (5-1-27) 
其 中 


UG D =T exp | — i| Ê (56 , ô Jdr (5-1-28) 


ER, 4A SX EE FEAR AB RE THR H (5-1-27). 
(5-1-28) 式 给 出 . 
把 时 间 区 间 [， /划分 为 个 相等 间隔 的 小 区 间 ， 并 令 


t; — ti = €, to = E, £F — LU 


此 时 (5-1-28) 式 可 写 为 


U (t,t) = lim TT [1 — ie A aid. 8)] (5-1-29) 


在 (5-1-29) AP JEA — 1) MAF |da, la) <a; -一 1(;j— 1.525***, 
n 一 1), 并 代入 (5-1-27) 式 中 , 则 得 
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(q' ,t! lq,t) = 
lim [Tas Tc a —ieH (tjs sÊ Jla) (5-1-30) 
假设 
A Gs BO = zB EY Qu) (5-1-31) 
类 似 于 (5-1-7) 式 以 后 的 计算 ,对 显 含 时 间 的 Hamilton 算 符 ,仍然 


可 得 
(q' TA Iq ,1) — 


|a sexo | |I5Oq (7r) 一 


H (r;q(r) YO» (5-1-32) 


Fi fe BUE XX xh P — 4-28 HB IS UC d: F3 ORC 6 1 AB RE 
元 中 已 不 再 出 现 算 符 (Q- 数 ), 而 出 现 的 是 经 典 的 数 (C- 数 ). 这 时 ， 
经 典 Lagrange 量 中 的 对 称 性 质 就 清楚 地 呈现 出 来 . 

上 述 对 一 维 量 子 力学 的 路 径 积 分 形式 ,很 容易 将 其 推广 到 > 
个 目 由 度 系 统 . 设 系统 的 广义 坐标 为 gq ,gq ,…,9g ,对 应 的 广义 动量 
为 p1,P，，…,p; ,系统 的 Hamilton 量 为 五 (g',p;), 此 时 转换 矩阵 元 


] 


CH 


[TI Zw», exo i[ Co! — Ha, pe) (5-1-33) 
当 给 定 的 Hamilton & H (9,5) 中 对 每 个 自由 度 p: 的 Gauss 积分 
剖 可 积 出 时 , 相 空 间 中 的 路 径 积 分 (5-1-33) 式 可 化 为 位 形 空间 中 
的 路 径 积 分 , 即 


(q', TE ,*** TP Igi d2» tq E) = 


9 qU ,U ba .,"*'* T P» = 


M Dq; exp {i q ]) (5-1-34) 
A P 
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Iq] = Ilgis] = 
| diL (qi 7.9.5415 1*4) (5-1-35) 


应 该 指出 的 是 ,位 形 空间 中 的 路 径 积分 (5-1-18) 式 不 是 普遍 
的 形式 , 相 空 间 中 的 路 径 积分 (5-1-13) 式 才 是 普遍 的 形式 .例如 : 


H(q,p) 一 PKMDP + V(g) (5-1-36) 
由 此 得 
pa— H =— Kp — K^) k LG) (5-1-37) 
A rH 
L(q,4) = LK-GW — V) (5-1-38) 


将 (5-1-37) 式 代 入 (5-1-13) 式 并 对 p 积分 后 ,得 


(q' ,t! iqt) -|z« K^ !(q)- | 
(5-1-39) 

exp {i jJ La) så (dr 
这 个 结果 显然 与 (5-1-18) 式 不 同 . 这 个 例子 说 明 , 必须 谨慎 使 用 
(5-1-18) 式 , 一 般 情形 应 该 采用 (5-1-13) 式 . 上 述 情况 也 可 用 系统 
在 位 形 空间 中 有 约束 的 情况 来 处 理 . 例如; 设 


df (g) 
K *(q) = 1 十 | "de | 


此 时 (5-1-38) 式 可 用 二 维系 统 的 Lagrange & 


(5-1-40) 


Lqisq: , 9192) = idi 十 "E — V (q) (5-1-41) 


AE ,但 变量 qi RI q» 之 间 受 


(qisqa) = Gd» fq) 一 0 (5-1-42) 
约束 条 件 的 限制 . 这 种 系统 可 用 Lagrange 量 
L = L(qi,q; ,91392) 十 AP (qi ,q;) (5-1-43) 
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描述 . 3X P A JJ Lagrange 乘 子 , 它 不 是 动力 学 变量 . HH L5 18 
(5-1-39) 式 , 则 为 


CEREALE? =| Zq, Dq, DAK q) > 


exp (il L' (g(t) ,g(r) qi (T) q(T), ÀC) ddr} (5-1-44) 


还 有 某 些 更 复杂 的 情形 ,例如 Lagrange & 
L(q,q) 一 4 fG) (5-1-45) 


由 工 求 出 Hamilton fÉ& H M, dE (5-1-13) XX i 4 86 d 4i e oC 
(g' t 1g D ,其 结果 虽然 能 表示 成 (5-1-18) 式 的 形式 ,但 其 中 了 应 
BC La. Lu 为 有 效 lagrange 量 Te 所 相应 的 作用 量 -2 ,而 有 效 La- 
grange 量 和 (5-1-45) 式 是 不 同 的 . 


$5-2 路 径 积 分 量子 化 与 算 符 形 式 正 则 量子 化 


$ 5-1 中 己 从 算 符 形式 的 正则 量子 化 导出 了 路 径 ( 泛 了 范 ) 积 分 
量子 化 的 形式 , 即 (5-1-13)? 式 .在 路 径 积 分 量子 化 的 表达 式 中 ,只 
出 现 了 经 典 作 用 量 ,而 不 引入 算 符 ; 反 过 来 ,利用 路 径 积 分 可 以 得 
到 通常 算 符 形式 的 正则 量子 化 , 即 由 路 径 积 分 形式 可 导出 Schr-o 
dinger 方程 和 正则 对 易 关 系 . 

现 考虑 一 维 情 形 的 量子 力学 . 为 了 与 通常 量子 力学 中 记号 一 
致 ,将 坐标 记 为 zx, 相应 正则 共 轿 动量 记 为 p. Feynaman 早先 采用 
的 路径 积 分 ( 泛 苹 积分 )(5-1-18) 式 ,实际 上 哥 由 下 面 两 点 基本 全 
设 导 出 .首先 ,假设 各 种 可 能 的 路 径 xz(z) 都 有 相等 的 概率 , 且 其 概 
率 幅 的 绝对 值 相等 ,但 位 相 可 能 不 同 , 其 概率 幅 为 


o[r()]- cesi (5-2-1) 
式 中 :c 为 常 数 ;TLx(t)] 代表 路 径 x GO 相对 应 的 作用 量 . 其 次 , 假 
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XE JE: E, FH] K Oa) FO ta A F cs W EF o d ET 
£, 的 概率 幅 ,那么 

K(b,a) = E| x(t) | (5-2-2) 
求 和 并 对 aC (tas £a)) 31] bC— 0,200 的 一 切 可 能 路 径 施 行 . 这 
E K(5,a) 就 是 传播 函数 天 (z, 入 ;Zoot) .天 (4a) 的 模 的 平方 就 是 
a 到 5 的 概率 .特别 要 注意 的 是 ,这 里 是 备 路 径 的 概率 幅 相 加 ,而 不 
是 概率 相 加 . 设 t 为 ,二 i 二 的 某 时 刻 , 粒 子 位 于 xz, 由 a 到 c 和 
Hic 到 6 是 相继 发 生 的 两 个 事件 .因此 ,由 a 经 c 8] 5 的 概率 幅 为 


K(b,a) = [KOOK Cada, (5-2-3) 


这 里 对 所 有 r 求 积 分 包括 了 由 a 到 4 的 各 种 可 能 路 径 . 将 时 间 区 
间 Cz, 2,0 AU È [8] EXC [B] Cea s 4r 2M VF Ze ^N RF LRILEH C5-2-30 X FE 
(5-2-3) 式 中 对 各 种 可 能 路 径 求 和 ,就 过 渡 到 对 各 种 路 径 的 连续 积 
分 (5-1-18) 式 , 即 路 径 积 分 或 泛 困 积分 (5-1-18) 式 ， 

在 量子 力学 中 ,描述 系统 状态 的 波 函 数 gy(x,t) 是 代表 在 1 时 
刻 粒 子 位 于 xz 处 的 概率 幅 , 而 传播 函数 K(x,t;xo,to) 则 表示 to 
时 刻 位 于 zx 处 的 粒子 到 上 时 刻 位 于 z 处 的 概率 幅 . 这 样 从 
天 (ztizoyto) 关 于 并 上 的 果 数 关系 来 看 , 它 实 际 上 也 是 一 个 波 上 贤 
数 ,不 EE GO 包含 了 更 多 的 信息 . 因为 这 个 波 函 数 所 描述 
的 状态 是 初始 时 刻 to 粒子 处 于 zo 的 状态 , 不 妨 将 它 记 为 

Kl(zr,t;Trosto) = dGo,t) (5-2-4) 
由 (5-2-3) RA 

K(xstsrosto) = |K(2,t;£1,t)K (rstiyTosto dr (5-2-5) 

将 (5-2-4) 式 代 入 (5-2-5) 式 ,得 


dc ,t) ~ 一 |K æstsa Od Gi, t Ddr, (5-2-6) 


(5-2-6) 式 是 根据 特殊 状态 的 波 函 数 (5-2-4) 式 得 到 的 ,具体 地 说 ， 
这 个 特殊 状态 就 是 时 刻 粒子 处 于 zo 的 状态 . 由 于 (5-2-6) 式 是 关 
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于 yy 的 线性 方程 ,对 y 做 任意 线性 组 合 后 仍 满足 间 一 方程 . 因此， 
(5-2-6) 式 中 的 可 以 视 为 是 任意 状态 的 波 殴 数 ， 
现 考 虑 粒子 在 势 场 V(t,x) 中 的 运动 .Lagrange 量 


L = "ES — VG,zr) (5-2-7) 


34 1" — 1 — e 4R/ NE LK Gta vb) 可 写 为 
> LEBEN, 
K (a "sa ut) -lexp[X[ 6 22" - 


2e 
| Ex 二 Tr 9. 
Vlr LS JJ (5-2-8) 
ff (5-2-8) RAA (5-2-6) 式 得 
dr". + E€) = 
oo 1 l ie mx" 一 rl) 
| yen 2e? i 
/ € x" ox 1 / 
|: LÍS ML dz (5-2-9) 


WR x" — RR, M (5-2- 90 A A in CEA PR CP 58 — 1 ERIT E x 
83 AE fb md XR xk de de ,而 第 二 个 因子 是 一 个 平滑 函数 ,因而 整个 积分 
结果 为 0. 所 以 ,可 取 x 二 zx” 十 a, 其 中 a 为 一 个 小 量 .于 是 (5-2-9) 
X n] 53 7g 

plr”, t + e) = 


” 1 iE  ma* , E p, a 
eate a tn z]]| 


dr" + a,t' )da (5-2-10) 
id x" = r,t — 上 ,将 (5-2-10) 式 对 3 和 a 展开 并 利用 公式 
1 
o ima? / Zhe o 21TiÀie | 2 
INE da 一 Um | (5-2-11) 
uH ima* E 
| e™ ™ oda = 0 (5-2-12) 
] 
© ima /Zhe 2 y 00 2he 2xife|? 
| en meas = ZE Pmi (5-2-13) 
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比较 e 同 次 项 的 系数 ,得 


(5-2-14) 


= Ë 2% 4 vy 一 Hy (5-2-15) 
(5-2-15) 3X 3b d UE PS C Ce 0. 所 满足 的 Schrodinger 方程 . 

量子 力学 中 正则 变量 之 间 的 对 易 关 系 也 可 由 路 径 积分 形式 导 
出 . 为 了 记号 简化 ,以 下 取 产 =1. 在 量子 力学 中 ,动量 算 符 Pc 
表象 中 的 形式 可 取 为 


(xl B da) =— i f a^ (5-2-16) 
在 路 径 积 分 形式 中 ,坐标 rg gU E p 适合 
(ar | B 0 |a! t) —i 15 Grut" a t) (5-2-17) 
这 个 关系 与 正则 形式 是 一 致 的 .事实 上 ,利用 (5-1-18) 式 有 
Gr" 十 € t" | z^ U) — 


d 
daz" 


I LCE”) 
了 


Gaz" ,i" | x^ t ) 十 E 
l 


Gr" tl x! t H ier" 


] +i 


exp(J[r]) = 


x tU) (5-2-18) 


2 LG!) 
az 


根据 运动 方程 ,由 (5-2-18) 式 就 得 到 (5-2-17) XX. 
此 外 AIT GD Eg G",2| 和 [a ve) 之 间 的 矩阵 元 
(x t| z 0) |a tU) = x" Gt" | utl (5-2-19) 
E (5-2-17), (5-2-190 式 有 
一 1 x sa" a" zr (|z t) = 
Cx” "| p Q0) x ANDIL’ = 
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— iG" Ex Vu OI Cr | x) p OU 9px ug) (5-2-20) 

从 而 得 到 正则 变量 xX 和 Zp 之 间 的 对 易 关 系 , 即 
rp — px =i (5-2-21) 

可 见 , 路 径 积 分 量子 化 形式 和 正则 ( 算 符 ) 量子 化 形式 是 等 效 的 . 

算 符 g (1) 在 态 矢 gt) RI a0 之 间 的 矩阵 元 也 可 用 路 径 
积分 来 表示 . 设 二 i 过 六 ,将 区 间 (#, 相 ) 做 等 份 , 并 设 其 中 一 个 
分 点 t; — t. yd £o = U ut, = t, TE 

‘g",t"| q GO) lg ,t) = 


[la T ) (Qui stn] aa- S, 2) + 


Cdit? TP Igi, "TE ) (qii sbi | 7 (t) qisti) TII 


n—1 
(qistilg PP [| da; (5-2-22) 
j=] 
由 于 [qi st:) E q GO 的 本 征 态 ,所 以 ， 
q (£; ) DUEU = q(t;) qist) (5-2-23) 


Ti (5-2-23) 式 代 人 (5-2-22) 式 , 用 5-1 中 类 似 的 讨论 可 得 
(q",i'| q jg CUP) = 


EZ Dp q(t) exp || Coi — H («dt | (5-2-24) 


In] FE BJ DT 18 RI ELOR B 8 ESTA BR XB. EE TCI Pide Tr s BEI 
《9 V NS q Ct) q Jig t) = 


[£a Dp wd atDexp [i| La- Hopsg) de) (5-2-25) 


式 中 工人 代表 编 时 乘积 , 它 的 定义 是 
N - qat) q 0G, M Ü >t, 
TU 9€0G09$9020]—4. i (5-2-26) 
q (t,) q G), H t < ls 


推广 到 多 个 算 符 积 的 情形 ,有 
ITU g G0 q 00] q' t) = 
15] 


E Dp qGQGi)-q,) exp[i| Cog — H (q p) |dt 


(5-2-27) 


对 于 算 符 5 GRIP (2) 的 任意 ( 算 符 ) 函 数 请 A 523 
qq" PL Gu!) - [a Dp F((D,b)) - 


exp [i| [和 一 H (0) ldi) (5-2-28) 


式 中 已 为 严 的 经 典 极限 .出 现在 8$5-1 和 $5-2 中 的 Hamilton 量 
H 实际 上 就 是 系统 的 正则 Hamilton & H.. 


3 5-3 Bose 系统 的 复数 表示 


A Br 28 PE 45 Ap E 23 — FUE XX. 7675 J£ — E Bose 系统 ,给 
出 其 复数 表示 (或 全 纯 表 示 ) 的 路 径 积 分 ,这 种 形式 易于 推广 到 
Fermi 子 系统 . 为 此 ,引信 复数 z* 和 z 来 代替 坐标 g 和 动量 US. 
它们 之 间 的 关系 为 
em 十 ip), z* = g — ip) 
AF o 为 任意 常数 . 对 谐振 子 情况 来 说 , 取 wo 为 谐振 子 的 频率 . 在 
量子 力学 中 ,z 和 >z* 相 应 的 算 符 分 别 记 为 2 和 2436 fa 8 JE 
K. 由 方 和 的 对 易 关 系 可 得 如 下 对 易 关 系 : 

La,a*]21,[à48,a4]—-[à*5a*]—0 (5-3-2) 
这 些 对 多 关系 可 在 解析 函数 空间 中 表达 出 来 . 以 z* 的 解析 函数 
f(z" ) 表征 一 个 态 和 撩 , 算 符 h + 和 & 对 f(z*) 的 作用 为 


(5-3-1) 


之 二 


atf) =z fe), Âf) = f Gn) (5-3-3a) 
即 


à —z', LE (5-3-3b) 
dz 


显然 ,(5-3-3) 式 满 足 对 易 关 系 (5-3-2) A. xx EA fada 满足 互 
Jj d& Sg B3 2 b, RE PE XS IAS PIER. 其 定义 可 取 为 


Cf. f.) = [fi fioe n ELE (5-3-4) 
nl 
式 中 zz 二 Tz 十 1y ,其 积分 测度 理解 为 
dz*dz _ dzdy _ dpdg (5-38) 


271 p An 
积分 (5-3-4) 式 可 理解 为 在 zy SE EE E B BALA. A FR FEE eS CR 
Cauchy-Riemann 4& fF 


df» . TA CDN 
EPI 0, ^ dz ^ O (5-3-6) 


H (5-3-4) 式 可 得 


(fx f.) =| fe z filz je" dz dz — 
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d ,:,dz'd 
- AG fiin use LT 
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(ZE | fient EE n 
dz' | 


?Ti 


uf. (5-3-7) 
P4 


类 似 有 


df, 
dz“ 


U |= (z* fis fa) (5-3-8) 


因此 =* MEE ERRET UR 
任意 解析 函数 Ca) 可 表示 为 下 列 单项 式 的 线性 组 合 : 
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(z')" 
QE )— 5-3-9 
f(x) yn ( ) 


这 些 单项 式 在 (5-3-4) 式 定义 的 内 积 下 是 正 交规 一 的 . 事实 上 , 取 
复 P 平面 的 极 坐 标 z— pe" ,得 


u 1 ar ann “zz dz*dz — 
(fms f. = Snimi 之 (z )"e D70 -一 
Am ah o def dopte ne — Sma (5-3-10) 
| 


在 上 述 表示 中 ,可 用 两 种 方式 表述 一 个 算 符 . 
首先 , 任 一 算 符 和 A 可 表示 为 一 个 合 核 A(z" ,z) 的 积分 , 即 


CA ft) = EG ,2 fz e na (5-3-11) 


iic 
m = (f,, Å fm) (5-3-12) 
那么 , 核 AG" ,z) 可 表示 为 算 符 4 在 基 f, P H E Hoc JE S s, B 


AG) > 元 -4 GIG) (5-3-13) 


并 称 4(z*,z*) 为 矩阵 形式 算 符 4 的 核 . 两 个 算 符 乘积 4 一 4,4: 的 
核 为 


4(z"”，z ) = [Ac ,£)A,CE* ,2/)e na E 
(5-3-14) 
其 次 , 算 符 4 的 另 一 种 表示 ,是 将 它 写 成 正规 乘积 的 形式 , 即 
A = XN) Km ADAY (5-3-15) 


Rpa ARTE a RRd. 引入 两 个 独立 复 变数 z' 和 z* 的 
函数 


K(z',z!)— MK, (z*)"2!" (5-3-16) 
不 难 证 明 , 核 A(z* ,zx') 5 KG ,z') 有 下 列 关系 59， 
A(z*,z))—e"*K(',z) (5-3-17) 
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设 Hamilton 算 符 H C KF Ny a^ afr) IE SEO LIFE X s B] 


五 = (â+ ^. Q ,£) (5-3-18) 
五 可 以 显 含 时 间 . 设 时 间 演 化 算 符 为 
Û (At) = exp( — i EA) (5-3-19) 


其 核 记 为 U(z* ,z, At). 由 (5-3-17) 式 对 于 小 量 At 有 
U(z' z, At) = expiz' z — AH (z* z,L:)At) (5-3-20) 


对 有 限 区 间 t — NA Ne, U 算 符 可 写 为 
N—1 | 
Ü( à^,&, tt) = lim [| exp(— iH (r,)e} = 
No j=j 


N—1 


lim [| UG ,a r; + 6,7) (5-3-21) 
Noo j=] 
由 (5-3-14), (5-3-20) 式 得 UC a ,a UU 的 核 
U (z'',z,t",1!) = 
lim [exp (e zn. — zy ZN H ZAN 一 


EN-iEN-2 Toe ziz domm) 
expí— ie H (zy ZN LTN? 十 
H xs aZ N-2 UN 1 Toc 


d 
H (z1 som I de dz, 


271 
式 中 zx 一 zz 一 < .(53- 22) 式 可 简写 为 
Ulz”, z, t't) =| LA CÓz(r) exp [e (£z (1) 十 


(5-3-22) 


zx” (t^) z(t )]J)exp(i| Hn — g'£)— 


H(z’ sr) dr] (5-3-23) 
式 中 
x | Mn dz; dz; 
Zz (Dz(D) = [| ^ (5-3-24) 


Fl 


(5-3-23) 式 中 z C Ff z^ CO) dé sr BB PRESE TDI Je 8 AA HH. 
z 是 z(r) 的 初 值 ,而 z* (zt) 没有 初 值 条 件 ; 同 样 ,z” 是 z* (7) 的 终 
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值 , 而 z(T) 没有 终 值 条 件 . 
由 (5-3-1) 式 可 得 
1l{ dg dp\_l1,.d’” .,.dz 
2| L-E zle d ^ d) CX?» 
可 见 ,(5-3-23) 式 中 第 二 个 指数 恰 为 经 典 作用 量 ,(5-3-23) 式 与 相 
空间 路 径 积分 (5-1-32) 式 相似 ,其 中 多 出 的 因子 
exp n a" )z Q4") + z* az 1| 


来 源 于 不 同 的 边界 条 件 . 


$ 5-4 Fermi 系统 的 Grassmann Hr 3E ZR 


Fermi 场 算 符 的 经 典 对 应 为 Grassmann t. 757€ j& Fermi W 
算 符 的 一 维 情况 . 设 算 符 5 和 做 满足 反对 易 关 系 
[5,25*],— àb'-- btb= 0, b bt= 0, bb—0 (5-4-1) 
考虑 两 反对 易 C- 数 5 和 上 ,它们 适合 
bb* 4-b'b—0, (0) —0, b —0 (5-4-2) 
满足 (5-4-2) 式 的 bP 和 65* 是 二 阶 Grassmann 代数 的 基 , 此 代数 的 
ff — 253 RI SN 
ft b) = fo + fab + fub + Jubb (5-4-3) 
AF forsoso Sn 均 为 复数 . dO» = 0 可 得 (5') 的 最 一 般 
形式 , 即 
ft) = f, fb (5-4-4) 
将 算 符 PUR DUNS 
bf) =b Ft), b fO) 一 KOS (5-4-5) 
的 形式 ,其 中 微 商 由 
ESO) = PIU 4 fb')-hf, (5-4-6) 
确定 . 由 (5-4-5) 式 不 难 验 证 ,对 易 关 系 (5-4-1) 式 自 动 满 足 . 
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为 了 确定 两 个 Grassmann WE AA PA P E. 首先 需要 定义 
Grassmann 代数 上 的 积分 ,并 将 内 积 取 为 与 (5-3-4) 式 相似 的 形式 : 


TEnE |^ (b )* fO e^ db" db (5-4-7) 
EH (5-4-4), (5-4-7) A n] f8 
P,P) - [te FLH SESB +SS Ib 


CP t f, S'i fo)bb* jdb* db (5-4-8) 
AP db 和 db6b* 有 反对 易 , 同 时 也 与 5 和 6* 反 对 易 . 由 (5-4-4) 式 ,可 
知 只 有 两 个 独立 的 函数 
go — 1l, V = p' (5-4-9) 
为 了 保证 Po 和 V 的 正 交 归 一 性 ;定义 Grassmann 数 的 积分 为 
fodo = fördt =1 (5-4-10) 
fab — Ea — p (5-4-11) 


由 (5-4-7)、(5-4-10)、(5-4-11) 3X REUS UE : 
(d sd.) = [e ab: di — ja — b b)db"db — 1 (5-4-12) 
(ds 4) = [o^ e^ db" db — p (5-4-13) 
(dip) = bb" e" ab" db 一 1 (5-4-14) 


由 (5-4-8)、(5-4-10) (5-4-11) 式 不 难 验 证 , 2” 和 d/do" 在 内 积 下 
是 相互 共 罗 的 .事实 上 ， 


Cf ,b* f) 一 
[Pis + fef'tbb'odb'db = 太太 (5-4-15) 
d o gpl 
ERG fb Yu — b*b)db*db = fof'r — (5-4-16) 
与 和 Bose 系统 类 似 , 任 一 算 符 4 可 表示 为 一 个 含 核 A(6* ,6) 的 
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积分 , 即 

CÂ DG» = [Aa b) f(b* Je "db*db (5-4-17) 
式 中 

A(b* ,b) = > A, (b* OY 一 


Ao + Aob" + Aub + Anb*b (5-4-18) 
. As = (Pms Ad (m,n= 0,1) (5-4-19) 
算 符 4 也 可 以 写 为 正规 乘积 的 形式 , 即 
A=Kot Kiobti Kab + Kbty (5-4-20) 
9| A PRI 
K(b* ,b) = Ko + Ky! + Kob + Kyub'b. (5-4-21) 
不 难 验 证 , 它 与 算 符 和 A 的 核 有 以 下 关系 ， 
e^ ^K(b* ,b) = A(b* ,b) (5-4-22) 
上 述 结果 容易 推广 到 高 维 情形 . 设 有 2n R46; 57 G — 1, 
2, ,n) IN AE CX] A AL 
[6;, bf] = S. [è b J= [br bt] = O (5-4-23) 
引入 2n 个 相互 反对 易 的 Grassmann RRR 5; Mb G — 1, 
2,2). 态 矢 由 SO ) 来 表征 ,并 将 其 表示 为 
> d 


bi= br:, b, = d» (5-4-24) 
在 求 微 商 中 ,要 区 分 左 微 商 和 右 微 商 . 态 矢 的 内 积 定义 为 
FP = ure» feos 29^ T] do; ds; (5-4-25) 
其 中 所 有 的 量 b; b dbr 和 do, 均 是 相互 反对 易 的 . 2n 阶 Grass- 
mann 代数 上 的 积分 由 
IL db; 一 fe: dó; = 1, jah, 一 Jab; = 0 (5-4-26) 


KE. 核 AO ,64) 与 算 符 正规 乘积 相应 的 函数 天 (6" ,2) 之 间 的 
关系 为 
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AQ" ,6) = e" ^K (b p) (5-4-27) 
类 似 可 写 出 Fermi 系统 算 符 0 的 核 . 将 Hamilton SE ff. A 写成 
正规 形式 A =H, b ,1t) ,那么 ， 
U (b* ,b,t" ,t!) =[exp| 4 i 2,5 ("35,0 十 b? G'Ob5 0 ») 十 


| 2 a (5) — b (T(r) 一 


LH (b* (c) ,br) ,Tr) |dr Gb: (1) ED (Cr (5-4-28) 
AP 
Db? b, = || do; db, (5-4-29) 
其 边界 条 件 
b: (t) = bt" , b) =b, (5-4-30) 


为 了 计算 实际 问题 ,下 面 给 出 Grassmann 代数 的 一 个 积分 性 
质 . 现 考 虑 积分 
1 = fdb,db; db,db: db drexpfB M,b,) — (5-4-31) 
式 中 :M,) 为 复数 ;被 积 函数 可 展开 为 
exp > (b; M; DO = 由 ore M;;b;) (5-4-32) 
根据 Grassmann 代数 积分 规则 ,展开 上 式 不 难看 出 ,对 积分 有 贡 
献 的 项 为 


4 Mj b; b; i b; b; (5-4-33) 
G ERI 


从 而 得 
I = det M = det |M; | (5-4-34) 


S 5-5 场 论 中 的 路 径 积 分 


场 是 无 穷 多 目 由 度 的 连续 系统 ,把 连续 系统 离散 化 后 作为 多 自由 
度 系统 来 处 理 ;然后 ,再 过 湾 到 连续 极限 就 可 得 场 论 中 的 路 径 积 分 . 
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这 里 先 讨论 正规 Lagrange 量 系统 . 为 了 简单 ,考虑 一 个 实 标量 场 
qc) 的 情形 . Lagrange 量 


L 一 | 2ga ,9,9Cc))d^x (5-5-1) 


将 空间 区 域 V 分 为 ni 个 边 长 为 e 的 小 正方 格 . 设 9" Oo ER pa) dE 
第 a 个 方 格 中 的 平均 值 ,并 把 它 视 为 场 的 坐标 , 即 p "(1) — q* (D. 
Lagrange & (5-5-1) 式 可 号 为 对 所 有 方 格 中 的 页 献 求 和 ,如 


L= lim Mes. (e*Q)(0,9',9*** ()) 


Xv. Xo 0 的 依赖 是 由 于 将 场 HX) 的 空间 微 商 改 为 差分 
而 引起 的 ;pp “(i) By3ESe E D] zi E 


p) = Ee end) (5-5-2) 
9 9" (t) Jp" 
式 中 重复 指标 a 不 求 和 . 此 时 Hamilton & 
H= pg L= ee, (5-5-3) 
其 中 
€, = mg 一 d, (5-5-4) 


量子 化 后 e Q(G-—12.-n0Nfft. 19.03cR RE 
P E) 的 共同 本 征 态 , 跃迁 (转换 ) A Bu (pir | gt 可 按 $ 5-1 
lim(g* ,7 I9^.1) = 


lim f. II les JI 
le$ 3 ERAS P — 


j=l] «=1 


edr, a 


slr) spr) g(r 0)) |] (5-5-5) 
(5-5-5) 式 可 简 记 为 
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(9! (z), t 19). 一 


g (x) Ü 
| Do Pr exp[i| de|d^a Gc, o) . 


gx) 


9 p(x,T) 
29 cn || (5-5-6) 
式 中 
m(x) = sx , e — rp 一 L (5-5-7) 
9 9 Cx ,£) 
edr, a 
£ Dr = lim a TI H (dg? ( DE (5-5-8) 
90 a =] t=] 
7, 和 €, E nlr) 4 A) ER a arm eso . 
假设 Lagrange 量 密 度 
L 一 一 n 9 ^o 一 m$ 十 gf) (5-5-9) 


此 时 的 Hamilton 量 密 度 为 
P d — lm 十 Fv9 " V p + im 一 一 L naO) (5-5-10) 


将 (5-5-10) 式 代入 (5-5-6) 式 ,对 zt 的 积分 为 Gauss 型 , 求 出 对 zx 的 
积分 后 得 
(d Gn) tU |9(7x),t) = 


9 Cr) 
N| geexpli| defra} (5-5-11) 
gx) 
其 中 


e do "xT.,) 


È 
w= (Aa æ MH 7 
(à f EX E .O-5-1D xo xw Hp LB 35 E p(xz) 不 是 场 算 符 


p(z). X] Bose 3g p(x) 为 C- t, X} Fermi Z5 p(x) 为 Grassmann 
数 . (5-5-11) 式 为 量子 场 论 中 的 Feynman 路 径 积分 形式 ， 
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由 (5-5-11) 式 场 算 符 pq (x) 在 态 之 间 和 矩阵 元 的 路 径 积分 为 
(9't| or) lpt) = 
N,| Zo plr) exp [i| d'a LC) | (5-5-12) 
一 般 情 形 有 
(p! t! TCP Cr) 9G |e t = 
N,| Zp e roe exp [i [atat 0a] (5-5-13) 


式 中 工 代表 编 时 乘积 . 
类 似 于 (5-2-16) 式 , 场 算 符 p GO hi 34e S zahr Ca 8T HH 


(gr | æC) lpt) = i TAKA TEL (5-5-14) 
确定 . 由 上 述 关 系 不 难 导 出 正则 对 易 关 系 式 ， 

区 分 Bose 场 和 Fermi 场 两 种 不 同 的 情形 . 对 于 Bose 35 
9 (7) 可 对 表达 式 

(p! t! | PDI pt) = e'G('r|et) (5-5-15) 
求 泛 函 微 商 一 6/59 la ,注意 式 中 
e'G)e'.D —9'G)|eg'.t) 
可 得 
(Gt | rx) e,9|g,D — E ix (9 ' ,t,t) + 
e'(' Pt | aC) lpt) ——i6Q ,— x (9 st |o, + 


(g'. | eon pt) (5-5-16) 
由 (5-5-16) 式 有 
[ x x), eG ].—-— i$, — x) (5-5-17) 


对 于 Fermi 35 wz) ,由 于 场 的 反对 易 性 (5-5-16) 式 应 改 为 
(J/ t | T (x! » y (x » TN» 一 —1i6(x' ,— x’) (d | ,U 19.t? 一 
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J TD GE) x G')0|g.st) = x — xG sud 


(d) E | d x! ,) z (x) d. (5-5-18) 
从 而 得 到 反对 易 关 系 式 
[zG)0,$G)],—-— i$, — x) (5-5-19) 


对 场 论 中 正规 Lagrange 量 描述 的 系统 ,Feynman 路 径 积 分 
形式 和 算 符 正则 量子 化 形式 之 间 是 等 效 的 . 将 上 面 的 讨论 推广 到 
多 个 场 变 量 的 情况 是 直接 的 . 


$ 5-6 Green e EZ 853 ^E ji 0 


利用 路 径 积 分 形式 可 以 构成 Green 函数 的 生成 证 函 . 由 该 生 
WIZ R PJ F Green M% . 

将 场 论 中 的 跃迁 矩阵 元 (5-5-6) 式 推广 到 有 外 源 作 用 的 情形 . 
设 在 类 空 曲 面 o/( 类 空 曲面 可 取 t 二 const) 上 场 算 符 $ (xz) 的 本 征 
态 记 为 |1g o), B r Eo 上 时 有 

$ 2| 4.0 = 9 2| $',o) (5-6-1) 

考虑 场 %z) 与 经 典 外 源 J(Cz) 有 耦合 (8%(z) 可 代表 不 同 场 的 集合 ， 
J(Zz) 则 代表 相应 的 外 源 )， 有 外 源 时 的 转换 矩阵 元 记 为 


p 
(d ,o" |d' ,o! y =N(0 :| zy Dn exp {iP°[#] + 


i|d'z J 3 (5-6-2) 

式 中 / 
N (0) = [os Dr exp (il? 9 ]) (5-6-3) 
P[$] = [ra> gz) — Bx) ]d'z (5-6-4) 


天 Lg 为 包含 和 的 区 域 如 上 场 的 正则 作用 量 ， 对 于 某 些 特殊 


163 


形式 的 Lagrange 量 ,(5-6-2) 式 中 对 r 的 积分 为 Gauss 型 的 ,作出 
对 zx 的 积分 后 ,有 
(go0"|$ o) = N| 24 exp (u[4] 十 IE J 3 (5-6-5) 
A P 
I[4] = [L Gr G3, Gd (5-6-6) 
有 外 源 JORDAR $O EETA 
TA $ x) d , o! y — 
No| D4 p(T) exp | [4] 十 i|d'z J $) (5-6-7) 
" 
于 是 
($ ,0 | $ (r) | , 0 y — aia oll 0! M (5-6-8) 


— BUR 
($",o"| TL $ GO $ GO]I$ o) 一 
1 "Cf,0"|# ,0 )" 
G)" J Gr --8J Gr,) 
Wr (OL o" 1d! ,0o')" 视 为 外 源 J 的 泛 函 ,在 外 源 J =J, 的 邻 域内 展 
开 ,有 


(5-6-9) 


n HIA AAA L| T 9" (9",o" |d! , o)" , 
($ ,0! |$ ,0 ) =>. n! d £] d Xn SJ (x1) J Cx,) 2-4, 


(J Cx) m Jo (J C24) UT Jo) (QJ (A,) 07 Jo) (5-6-10) 
HE 8; (5-6-9), (5-6-10) 3,48 
(" |TT 9 GO $ GO lig o)» 一 


. o” (9" , a" | d , 0! y" 


C7 U" RJ (1 )-0J Go) |j», 


(5-6-11) 
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(5-6-100 3 AH, A Pp d A E ME REJE (g'o | d o^ 7 为 有 外 源 


mj 45 FILE BUS 8 BEC (GI Lo" IT[ $C) $€52]19 ,0 "fo 
REKHA). 如 果 将 有 外 源 时 的 生成 泛 郴 在 外 源 JCz) 王 0 的 
邻 域内 展开 ,(5-6-11) 式 就 给 出 通常 算 符 时 序 积 的 矩阵 元 . 
有 外 源 时 ,真空 到 真空 的 转换 矩阵 元 记 为 ZLJ (x) |. 如 果 不 
考虑 多 重 真 空 结构 -2 ,由 (5-6-11) 式 有 
(QIT[ $ Ca) $ (zx,)110) = 
SZEJ] 


(— 1)" MERIEN 1-2, (5-6-12) 

将 ZLJj 在 J=.J 的 邻 域 展 开 

Z[J ] =>, E |dizedta, GCE sen . 
(J xi) — Jo) (QJ Cx,) — Jo) (5-6-13) 
由 此 | 
Go Gr £a) = (O|TD $ GO $GO]|0)» = 
o3 MT 0"Z [J | 

(— 1) BJ (x 9-94 Gn) 1-4, (5-6-14) 


当 外 源 J =J= 0 BE. G 就 是 通常 的 Green PS X G, ZUJ I% Æ 
Green PR ZA E] AE X io PR CBE TZ IR) ,其 中 Green 图 数 
GG 7x) = (OITE $GO- $ Cra) 110) = 
ER i (5-6-15) 
由 (5-6-15) 式 给 出 的 Green 08 2 — Rt £0, S A E ARa AP 3E 
通 部 分 . 在 理论 和 实际 应 用 中 ,连通 Green KARAEZ. 利用 
Z[J] = e" (5-6-16) 
可 定义 泛 范 WLJj. 于 是 有 
GC (x, ,-*,x,) — OITL $ Gi . $ (x,)]|0) = 


(— 1) 
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"WL | 


— 14N35n- 1l 
(=a SJ Cx, )* 6J (r,a) | 7-0 


(5-6-17) 


^ t c | 4 4 
W[J | = >, — |G Cai nM Gn Gnd redir, 


(5-6-18) 
APG Cor A MERA n RIRA EA Green PR W TJ | 
就 是 连通 Green A A AI E MI BH. 


3 5-7 IEX M F8 RI AE Ek iz UR 


由 连通 Green PR CIS ~Z A WLJ 可 以 引入 正规 顶 角 及 其 
ERZA. HAZA WL 定义 经 典 场 


Alr) = 5J Cr) (5-7-1) 
在 外 源 J(Cz) 一 0 时 ,就 是 (x) 的 真空 期 待 值 v, 即 
.9W|J | u 4 H 
4(Cz)| = BIG ne (0]9(220l0 =v (5-7-2) 


MEAZ TE B AMOB.IBA v=0. 利用 Legendre 变换 ,可 引 
A IE 3 TUR EIS] E IL ZZ. PR, B 


PT4] = W[J]— [dz JC) AG) (5-7-3) 


从 而 有 


SP[4] . | 0W[J] JC) ， [Zo 
BAG) J aJ SAC > 1 8AGO 


Jlr) =— Jx) (5-7-4) 
(5-7-1) 式 与 (5-7-4) 式 在 形式 上 是 对 称 的 . 可 见 (5-7-4) 式 表明 ， 
F[4] 在 J (2-0 时 是 稳定 的 , 生 A(z) 是 泛 函 微分 方程 (5-7-4) 式 
的 解 . 由 (5-7-2)、(5-7-4) 式 得 
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ACy)d*y — 


DLL A | 
DACT) 


一 0 (5-7-5) 


A—U 


(5-7-5) 式 说 明 9 场 的 真空 期 待 值 是 (4A) 的 变 分 极 值 . 正规 项 
fi tJ ^E mue ER (A4) 可 展开 为 


ly STA] 
DLA => IL rdi, DACT ACT) 
(ACz) — v) CACr,) — v) (5-7-6) 


由 于 (5-7-5) 式 没有 72 三 1 的 项 ,而 


4 
4—2 A--v 


i DA | 
— 6A(x) ČA CT) 


就 是 点 正规 项 角 .下面 讨论 MEX. 
将 (5-7-4) 式 对 J yR LZ BR fc TE fd 


[ ETTAT [ae - 
BAGOSAQG) 8J(y) 一 


| STLA] SWI] y, 
64(z)84(z) 8J (2)8JCy) 


— èP (x — y) (5-7-8) 


pœ x, QU 1.) 


(5-7-7) 


A-—u 


定义 
^W |J | 
Gy (r)9J (2) 


N Gr — z), = (5-7-9) 
以 及 它 的 逆 (A 忆 (zx 一 y) 7 适合 
|sr — 2,09) G — dz = 9G — y) 
(5-7-10) 
由 (5-7-8) 一 (5-7-10) 式 得 


DA] |. 
— BAGOSAQD ^ (A'D r — y) (5-7-11) 


H (5-7-D APA M, 5 J—0 时 ， 
— IA'gCz 一 让 六 一 一 IAA — y) (5-7-12) 
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是 4(z) 场 传播 盟 数 (传播 子 ). 因此 ， 
TTA] 
GACr)0A(Cy) 


^A | 


= (Ay) (z — y) (5-7-13) 


A—v 


。 是 传播 子 的 道 ， 


由 (5-7-1) 式 有 


| 9W|J] 9J[z] |, EL 
cogo SA(y) dz 一 9 (x — y) (5-7-14) 


对 (5-7-14) 式 关于 A(z) 取 泛 函 微 商 , 并 利用 (5-7-4) 式 得 


fa » SWEJ] BJ DI — 
X057 3 G)SJCy 98J (z ) 8ACy) SAG) 


SW] STTA] i 
8J (3)8J (y 8ACyO8AQ8AGO — 


(5-7-15) 
将 (5-7-15) 式 两 端 乘 以 Arr 并 进行 积分 ,利用 (5-7-4)、(5-7-9) 一 
(5-7-11) n] £8 


(一 1 


aydz 


SW LJ 
BJ Cx) EJ Cy) SJ) — 


fasa’ d^y' d'z'(— i) A' x — x');* 


(— 1) A y— y 0;C—- DA Kz —2);* 
ST[A] 
! SA) 8ACO dA) (5-7-16) 
采用 简化 记号 ,用 i,j,k,… 表 示 时 空 指标 和 上场 分 量 指 标 , 并 对 重复 
指标 代表 求 和 或 积分 (对 连续 指标 ). (5-7-16) 式 可 简 记 为 


(o SWEJ] i STA] p SWU. 
7 $J,0J,0J, ` A, ŠA, ŠA, òJ, 8J, 
a WU] ,_: WE] 
(— i) SJ, SJ, ( i) 3J, J, (5-7-17) 


当 J=0,4A=v ff, G-7-1P XA 
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Gs (pss, l) = AP? (i,j,k) L 
IAE GS p) * 1AF (RL) * 1A C], 5) (5-7-18) 

这 就 表明 DU EEH T 3 条 外 线 的 连通 Green 函数 G5, 它 是 单 粒 
子 不 可 约 3 点 顶 角 . 一 般 来 说 , 单 粒 子 不 可 约 n 点 顶点 是 去 掉 外 
线 传播 子 且 不 能 通过 切断 一 条 内 线 而 分 成 两 个 不 连通 部 分 的 点 
Green MA, SX PR n 点 正规 顶 角 . 用 归纳 法 可 以 证 明 (5-7-7) 式 
中 的 厂 ” 就 是 点 正规 顶 角 . 

在 Green 婧 数 的 生成 泛 薄 的 路 径 积分 中 ,出 现 的 是 经 典 的 量 、 
经 典 的 场 画 数 以 及 正则 动量 .经 典 的 Lagrange 量 或 经 典 的 
Hamilton & . 但 是 ,从 所 导出 的 Green 函数 .正规 顶 角 等 描述 的 
却 是 量子 化 过 程 . 正如 前 面 所 讨论 的 ,由 路 径 积 分 也 可 导出 正则 
对 易 关 系 和 运动 方程 ,这 种 理论 (路 径 积分 量子 化 ) 在 现代 场 论 中 
有 重要 的 应 用 . 

实际 计算 Green PROS] ^E JA UE PR Z[J Vf EM Green 函数 的 
Æ RE BRRWIJ | VA OE SIL D A HERZ e PL4] 都 是 很 困难 的 . 
因为 只 有 Ganss 型 的 泛 函 积分 才能 精确 算出 . 所 以 除 自由 场 外 ， 
凡是 有 相互 作用 的 场 通常 都 只 能 用 微 扰 论 方法 做 近似 计算 . 下 面 
以 少 场 为 例 说 明 一 种 近似 计算 方法 ,这 种 方法 也 适用 于 计算 其 他 
ET. 

例如 .一 个 实 标 量 场 $ 的 Lagrange 量 密度 


/ —_ laggy Kp Ày P 
L (z) = 2 9,$0^$ Mi i (5-7-19) 
系统 Green KAH E RZ PR CIR TF UR — 46 BS 3.) 
Z[J | 一 e = 


[o exp ([4] 十 aa J Cr) $lr) | (5-7-20) 
分 部 积分 后 ,有 


I$] = Jis — FALL 9* — gd — 5f | $ (5-7-21) 
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在 各 (xz) 附近 展开 I[$] 十 | d'a GG) , 则 有 


IC$] + [d'a GOfGO -~ 


I| $, 十 fatas (Xx)p (x) + fes " 十 IG») . 


E 1 fardi — Ài. 
G0 — &G0) E dd gg ci cs 
($2) E $, (222 (€) — $aCy)) 十 … (5-7-22) 
选取 办 使 其 适合 条 件 ( 最 陡 下 降 法 ) 
Ji 
54, 43 JG) 三 0 (5-7-23) 


由 (5-7-23) 式 可 以 确定 加 或 至 少 可 用 微 扰 法 解 出 和 如. 在 一 级 近似 
或 树 图 近似 下 ,由 (5-7-22) 式 有 


11$ | [da J Cr) hlr) 一 


I] +i fdz Joga) (5-7-24 
此 时 
Zu[.J] e = 
exp (i [4 +i CERETI (3-1-28) 
即 树 图 近似 下 连通 Green eA CO "E p.17. PR 
WJ] = I0] + [d'a GOs GO (5-7-26) 


将 (5-7-26) 式 对 J(zx) 求 泛 函 微 商 ,利用 (5-7-23) 式 得 
VABA -| | 31 5$.) 


C408)? — y) 十 


SJC) — SP Cy) 0 Cr) 
J Cy) 399 |= po x) (5-7-27) 


因此 ,在 一 级 近似 下 有 外 源 时 算 符 4 (x) 的 期 待 值 和 所 选取 的 展 
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开 点 加 相同 . 进行 Leyendre 变换 ,由 (5-7-25) 式 得 到 的 - -级 近似 
下 正规 项 角 的 生成 泛 郴 


P [g] = W4DJ]-— | d'aJ GO, GO = IA] (5-7-28) 


这 表明 , TENE ES XT T IE STR £8 BJ AE ILL PROF JE FER TR ， 这 个 
结果 对 其 他 场 也 适用 . 因而 ,正规 项 角 的 生成 泛 函 在 树 图 近似 下 
也 就 是 有 效 作 用 量 . 知道 了 正规 项 角 就 可 求 出 场 的 传播 子 以 及 3 
点 .4 点 顶 角 ,并 给 出 相应 的 Feynman 规则 等 . 


SS-8 仅 含 第 一 类 约束 的 系统 


下 面 讨 论 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积 分 量子 化 . 第 四 章 讨 
论 的 算 符 形式 正则 量子 化 方法 ,虽然 在 处 理 某 些 问题 时 是 成 功 的 
但 是 ,这 种 方法 仍 存 在 某 些 不 便 . 首先 ,在 Dirac FG 
渡 到 量子 括号 一 iLR ,Cj 时 ,存在 算 符 排列 的 次 序 问题 ;其 次 , 当 正 
则 变量 的 Dirac 括号 并 不 简单 地 等 于 0- PS EK roneckerid & H , 
特别 是 当 正则 变量 的 Dirac 括号 的 结果 仍 与 正则 变量 有 关 时 (如 
-Mills 场 ), 算 符 形 式 正 则 量子 化 的 处 理 将 是 十 分 困难 的 . 因 
此 , 算 符 形式 的 正则 量子 化 方法 并 不 是 约 东 Hamilton 系 统 量子 化 
的 最 佳 方案 . 路 径 积 分 提供 了 一 个 较 理 想 的 框架 去 处 理 这 样 的 约 
束 系 统 , 用 这 个 方法 很 容易 讨论 理论 与 规范 选择 无 关 , 且 较 方 便 地 
导出 了 Feynman 规则 和 Ward 恒等式 等 . 约束 Hamilton 系统 的 
路 径 积 分 量子 化 首先 是 Faddeev 给 出 的 中 ,但 他 只 研究 了 系统 仅 
含 第 一 类 约束 的 情形 ,Senjanovic 将 其 推广 到 含 第 二 类 约束 的 系 
5 9 .Fradkin 等 人 讨论 了 更 一 般 的 情形 -一 2- 
为 了 清楚 起 见 , 讨 论 有 限 自由 度 C- 数 系统 ,推广 到 场 论 是 直 
接 的 . 假设 系统 所 含 的 约束 AS0(—1,2, m) X88 —3€ 2 
束 , 则 系统 的 正则 Hamilton 量 五 .也 是 第 一 类 的 , 即 


(H,,A,) = kad, (ac l2, m) (5-8-1) 

{Aas Ae} = ku A (a,b = 1,2, m) (5-8-2) 
其 中 系数 和 ks 可 依赖 于 广义 坐标 9 二 (gq!，…,q") 和 正则 动量 
p= 二 (pi1,…,p,). 设 正则 变量 pA q 所 张 成 的 相 空间 记 为 T”, E 
时 扩展 Hamilton $ He 二 妨 . 十 XA,(p,q) 所 决定 的 系统 随时 间 的 
演化 等 价 于 nn 一 m 个 自由 度 系统 的 寻常 Hamilton B H ' fel zs [i] 
"2"-" 中 随时 间 的 演化 . 这 个 一 mw 个 自由 度 系统 的 相 空 间 
Deomm RIRAGRGgER. 由 于 系统 含 m 个 第 一 类 约束 , 需 选 
取 m 个 附加 条 件 ( 规 范 条 件 ) 


(*(q,p) 一 0 (a-—1,2,-,m) (5-8-3) 

使 它们 在 约束 超 曲 面 A 二 0 40 0" —0 上 ,满足 条 件 
det | (A,,0*)| 天 0 (5-8-4) 
uU, = o0 (5-8-5) 


对 于 具有 局 域 变换 不 变性 的 系统 ,附加 条 件 (5-8-5) 式 的 限制 不 是 
4 3€ 98). sg zs qa] rp , ga 
A.(q,p) — 0, (7(9,p) —0 (a 1,2,*,m) (5-8-6) 
条 件 所 决定 的 子 空 间 就 是 Tn. 
"中 的 正则 变量 g* 和 pp’ SEPEDGB SEC pE p OR 
正则 变换 得 到 . 选取 相 空 间 [中 的 厂 义 坐标 
q = Fsg) = (D ,,0",931 sg" ") (5-8-7) 
对 应 的 广义 动量 记 为 
p = (Pp) = (ists Pns Pr sts Pr) — (5-8-8) 
用 这 些 变量 时 ,由 (5-8-4) 式 有 
det | (A, , £7] | = det |8A,/2p,] z 0 (5-8-9) 
因此 ,从 约束 方程 
Aq) 一 0 (5-8-10) 
可 解 出 pao XET EE Trma h 


172 


(P = qg — 0, pa = b. (q' , p) 


(a = ]1,2,:*,m) (5-8-11) 
HAMER qg ”和 pp'* 是 正则 变量 . 此 系统 的 Hamilton Æ 
H'(q',p') = Hq, p) |a=0,0=0 (5-8-12) 


RRR D ERZE TAT PEF. 在 相 空间 二 中 系统 的 
运动 方程 为 


aH 3A 
一 -一 一 一 一 4 入 一 一 (5-8-13a) 
dq dq 
aH, , 9À, 
q 3p, 十 4 3», (5-8-13b) 
Alq p) —0 (5-8-13c) 


因为 A 为 第 一 类 约束 ,这 些 方程 的 解 中 都 含 任意 函数 六 (1)， 引 入 
附加 的 规范 条 件 (Y (g,p)=0, 用 正则 变量 表示 六 (4) 后 , 则 可 消除 
任意 性 ,最 后 仅 剩 下 变量 g' 和 p' 方 程 , 即 

. gH" . aH * 

q? = 2p; a.c Pj = BETZ 

正则 变量 (g* p 2) B ZH] P 2(n 一 m) 个 真正 的 独立 变量 . 

附加 的 规范 条 件 的 选取 等 价 于 子 空间 '**-" 中 的 正则 变换 , 因 
而 对 物理 结果 没有 影响 . 系统 的 量子 化 用 独立 变量 g Ap 表达 
时 ,其 量子 跃迁 幅 ( 即 转换 矩阵 元 ) 


Z, = Z[0]- lim JT 5 Spi l 


(5-8-14) 


exp{i Japra — H.(q' p? )]} (5-8-15) 


然而 ,在 实际 问题 中 ,很 难 分 离 出 真正 的 独立 变量 g* 和 pp*. 
利用 -应 数 的 性 质 呈 ” 
6(A,) = | Scexpcia A,) (5-8-16) 
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X) | Po» (5-8-17) 
i=] 


Ilè» = — |det 3G» 


以 及 正则 变换 下 相 空 间 体 积 不 变 , 可 将 (5-8-15) 式 化 为 用 非 独 立 
坐标 表达 的 路 径 积 分 , 即 


Z = Z[0] -lim| [[ de P [Toa ÒC) det| (A, j| * 


exp [i [dlp — H.a 01] - 
[Za gp[[8(A) EUF) det | {4,2} - 


exp i [arto — H.(q,p)]| (5-8-18) 
事实 上 ,由 于 
ar 72 ; P, ai 2x L1G det|{A, Q)|- 
expli " — H.(g,p) 一 XA. p)]) = 


BIC dp; Ia. )8(Q)det | {4,0} | - 


expli |drL od! — H.G.21] (5-8-19) 
HEHE a^ paa" 、p' 表示 ,由 (5-8-11)、(5-8-17) 式 ,因子 
[| [$«Abo86204det| (CA, 7) | (5-8-20) 
nf 5 7g 
| [| 8CA,)8Cg°)det "n 
URCOA 5." . 0^5] (5-8-21) 


将 (5-8-21) 式 代 人 (5-8-19) 式 ,并 对 0 和 p, 积分 ,于 是 (5-8-18) 式 
就 化 为 (5-8-15) 式 . 在 (5-8-18) 式 中 对 9 补 上 外 源 J: 就 得 到 相 空 
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iH] Green PA X EP) ^E p 17. ER , BI 
Z[J1 - [eu Bp [T8CA SGV) det | (AQ | - 


exp i lito — H.(q,p) 二 Ja] (5-8-22) 
最 后 ,讨论 一 下 所 得 的 量子 跃迁 幅 (5-8-18) 式 与 规范 (2° B9 3 
择 无 关 的 问题 . 设 记 r 是 r 的 一 个 无 穷 小 变更 , 即 rrt 
o. 第 一 类 约束 A 的 线性 组 合 为 规范 变换 的 生成 元 G — 6^ A... 由 
G 产生 的 规范 变换 ,其 无 穷 小 变换 
SA = (如 ,G) = A 
XI E XSAB EE M ,其 行列 式 都 为 
det M = expl tr(In M)] (5-8-23) 
利用 (5-8-17) 式 , 取 M —14-A (=l), FE 


IIoc 4645 2 T|$c* + A;z45 = 
GA + tr A) [1504225 (5-8-24) 
这 样 


[[8cC4°) — [|] èc 845 = a + e? [T6í» 


(5-8-25) 
而 
det| (4 人 |  det| (OQ + N, A 4-64) | = 
A+ AY 
det | ((Q + 600, A) Idet XA — 
det | ((2 + 800,4) | (40) + tr A) (5-8-26) 


将 (5-8-25)、(5-8-26) 式 代 和 人 (5-8-18) 式 不 难看 出 ,该 式 仅 产生 一 
个 (Qq-—(Yv23-9(0 的 改变 . 因此 ,在 规范 条 件 下 做 一 个 无 穷 小 变更 
时 ,(5-8-18) 式 是 不 变 的 . 
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以 上 的 讨论 仅 适用 于 无 穷 小 变换 ,在 规范 条 件 下 做 有 限 变 换 
| 的 情况 需 另 外 研究 ,这 与 所 谓 Gribov 不 定性 有 关 . 


$5-9 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 系统 


含 第 二 类 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 化 是 由 Senjanovic 给 出 
B5 9). 这 里 做 简要 叙述 . | 
现 讨论 有 限 自 由 度 C- 数 系统 ,并 设 系 统 所 含 的 第 一 类 约束 为 
Alq p) =0 (a-1,2,":,m) (5-9-1) 
第 二 类 约束 为 
Olg p) =0 G—10.2,7,24) (5-9-2) 
由 q—laq.-.q A p= Lpi pr p IERA 2n 维 相 空间 记 
为 工 , 方 程 (5-9-1)、5-9-2) 式 决定 的 卫 中 的 子 空 间 记 为 M. 假设 
A, Il 0; 4X MOT S ,并且 是 不 可 约 的 ,也 就 是 说 ,AM 中 任 一 为 0 BO PR 
AX g 均 可 表示 为 约束 的 线性 组 合 , 即 - 
g = Aq p)A lq, p) + Bi(q,po8 (qup) (5-9-3) 
A 为 第 一 类 约束 ,有 


(44 —0,(4,8)]4 —0 (5-9-4) 
0; 为 第 二 类 约束 ,于 是 | 
(det| 8,0.) Dlu Æ 0 (5-9-5) 
按 不 可 约 假 设 
(Aas A} = AsA, + Bab: (5-9-6) 
(Aa s0) = CaA, + D40, (5-9-7) 


根据 An A, A O: 的 Poisson 括号 的 Jacobi 1 A5 XX , h (5-9-5) ~ 
(5-9-7) XX n] Ait 

Balm = 0 (5-9-8) 

在 Hamilton 量 中 ,与 第 一 类 约束 相应 的 Lagrange 3E T Jé f£ 

EB. 可 观测 量 f 随时 间 的 演化 (运动 方程 ) 应 该 没有 这 种 任意 
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性 ,此 时 要 求 
f, Alu = 0 | (5-9-9) 


A (F.A) = ATA, + B0; (5-9-10) 
(5-9-D AP AA M. ER m Aa HEH , 5-9-6), 6-9-7) ANE 
为 可 积 条 件 . 这 样 了 由 它 在 子 流 形 上 的 初 值 条 件 唯 一 确定 . T 
形 的 维 数 为 
(2n — m — 2k) — m = 2(n — m — k) 
取 子 流 形 为 约束 方程 
Q,(q,p) — O0 (Ca 一 1 2，……)772) (5-9-11) 
所 决定 的 超 曲面 DOC M).JERRC-9- 1D LADY ZR TE . 规范 
条 件 仅 与 第 一 类 约束 相 联系 , 其 规范 条 件 应 满足 
det| (A,,,)| Æ 0 (5-9-12) 
现在 先 列 出 该 系统 路 径 积 分 量子 化 的 结果 . 设 动 力 系 统 仿 m 
个 第 一 类 约束 A E 24 个 第 二 类 约束 和, 相应 于 第 一 类 约束 的 规 
范 条 件 为 Qu. 那么 ,系统 的 量子 跃迁 幅 


m 2k 
Z[0] i p, || 8CA» E) [| 8*6» det| CA, 511 » 
2 一 | + 一】 


[det (6,6, [J sexp (i |at co — Ho] (5-9-13) 


下 面 来 证 明 此 结果 和 用 独立 变量 表达 的 量子 跃迁 幅 是 一 致 的 . 

将 约束 A 守 0 和 60; 守 0 所 决定 的 约束 超 曲面 M 做 无 穷 小 脱 
K,EH M (MDM. 为 无 穷 小 参数 ) ,那么 在 区 域 M. PEER 
数 AUI DER EC: 


0' ,= À,0; F pau, (5-9-14) 

在 M. 中 适合 二 
(0 ,,0 ;) = (1), + Ole’) (5-9-15) 
(0';,0,) = O(e’) (5-9-16) 


式 中 
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1 $ 


一 一 一 一 一 一 一- (5-9-17) 


E | ———————— — 
®' = —1 


| 
| 
| 
| 1 
| 
| 
| 
| 


HERRAS 
Hao [| 805 = 


[det | {8;,8;} | J^ | Jaco [84> (5-9-18) 
将 (5-9-18) 式 代 人 (5-9-13) 式 ,得 
z[0] = | Zw», | EADE) | [&£ det (A. «1| - 


exp [i |arcpa — Ho | (5-9-19) 

7$ 1& Aj (5-9-15), (5-9-10 Æ M. 中 可 施行 一 正则 变换 ,也 

就 是 说 ,新 变量 取 为 P.—0,(2—1,2. m), Q* H EE N He pb 

标 5Q" = Ors P. —0 a-e (b71,2, 7 0 LAS S 20 — 

m 一 k) 个 独立 变量 可 记 为 P; 和 Q&'. 正则 变换 保持 测度 不 变 , 这 时 
det | (A | 可 用 新 变量 表示 为 

det |{A,,0,}| = det | (A,P,)| = 
det [24,/3 Q' I 关 0 (5-9-20) 
将 (5-9-20) 式 代入 (5-9-19) 式 ,并 对 Pa PLURI Q”** 作 出 平凡 的 积 
分 ,得 
2A, 
a Q 


exp t jae, Q' 一 H.) | (5-9-21) 


Z[0] - [ze QD P, [|84 )det 
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式 中 
H. — H.GP,,Q' ,P, — 0,Q" Quo = OP mta — 0) 
(5-9-22) 
根据 (5-9-20) 式 ,从 第 一 类 约束 方程 
A,CP,Q Q^ P, — 0,Q"** — 0. P. —0)-—0 
(5-9-23) 
可 解 出 Q (P;,Q'). 由 于 
[[9«A5det|2A,/a Q^] = [[8«Q —Q* (P, Q»» (5-9-24) 
将 (5-9-24) 式 代入 (5-9-21) 式 ,然后 对 Q^ 做 积分 ,就 得 到 系统 的 量 
d EK XE MR 
z[o]- [2 Q P. exo(i Jac, — H.) (5-9-25) 
式 中 
| H, = H. |æ- Ea (5-9-26) 
(5-9-25) XX B AE X Ah vr E E MURIS BUT A IBI ETER, E S 
(5-9-13) 式 是 完全 等 价 的 . 
在 (5-9-13) 式 中 对 gq’ 引入 外 源 J;, 于 是 对 同时 含 第 一 类 约束 
和 第 二 类 约束 的 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZL] = [ZE Dp T3648) TT 30 detl 14.) - 
"det | (6,6, |] expli lar pd — H. + Ja) ) 
(5-9-27) 
$5-10 ”量子 电动 力学 中 Green ES Y 83 ^E Riz ER 


本 节 讨 论 量子 电动 力学 (QED)7 的 路 径 积 分 . 旋 量 电动 力学 
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的 Lagrange 量 密度 


L= TEE” + JGX," — ieA^) — mlo (5-10-1) 
x rp | 
F„ = 9,A, — 9A, (5-10-2) 
电磁 场 A, AIEE 9 ui E DU] JE a s E 39 2S 
p 9 7 (5-10-3) 
3 À, 
n, -22 = i pr” (5-10-4) 
9 p 
T -2f = Q | (5-10-5) 
9y 
系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
GF. —nÀ, b jm b mi — = 
grid A Ga, + e BYY) 十 TF 一 
i JY (3, — ieADY + m jd (5-10-6) 
系统 所 含 的 第 一 类 约束 为 
A, mm | (5-10-7) 
A, = A — ie lpr; 十 Ti) = az, H JP 20 
(5-10-8) 
第 二 类 约束 为 
0, — n, 2-0 (5-10-9) 
0, =n, — i pr 240 (5-10-10) 


按 约束 Hamilton 系统 路 径 积分 量子 化 规则 ,相应 于 每 一 个 第 一 类 
约束 , 需 选 取 一 规范 条 件 . 在 Coulomb 规范 下 ,其 规范 条 件 取 为 
Q, 一 4 一 Aiar 2 0 (5-10-11) 


N, = 2A, 22 0 (5-10-12) 
第 二 类 约束 OG-—1,2)8J Poisson 括号 构成 的 矩阵 
0 i»? 
[(06,,0) | = | De — y) (5-10-13) 
— 17? 0 


与 场 量 无 关 , 可 从 Green P8 CH ERZ ES PEEL ERE (AL 
G 一 1,2) 也 与 场 量 无 关 . 在 生成 泛 函 中 也 可 不 计 入 这 个 因子 . 

对 场 A, d 和 J 分 别 引入 外 源 J^. 3072, 12 $ 5-9 中 的 讨论 ， 
系统 Green PRAE Æ EX. 127. eR 


2Z[J ,7,7] = | DA Gn" DIDAD pDr (A? — AAT) 。 
6(7,28(4.4;) Slam, + J )8(x, — 190805) 。 
exp li |d'z[n*À, +ý 75 一 BL, 十 
J"A,4- 29 十 7 2] (5-10-14) 


ABC. B O-10-60 X Z8 h. (5-10- 140 LAT. AP om, mum; fA 
分 ,然后 将 ò- pR Z Slam tH OBA 


J£ Atexp| —1 Jd'zA* Can 十 P» (5-10-15) 
XC FEE I LZ PR 
Z|J 3.7] =|2A, Dri Dy DP p A) exp (i |dz[ra， 一 


mi — m3 A? 一 LEA 十 i J^ (9, — 1eA,09 + 


JA, - 06 4-291] (5-10-16) 


(5-]0-16) 式 对 动量 的 积分 为 Gauss 型 ,作出 对 x 的 积分 后 ,就 可 
得 到 位 形 空 间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 , 即 
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Z[J ,7,7| - v4, Cg DY B(4ADexp|i jire + 


J'A, + 9 4-199] (5-10-17) 


Et Z 为 原始 Lagrange 量 (5-10-1) 式 . 在 (5-10-17) 式 中 ,为 了 
对 称 起 见 对 4, 引 和 人 了 外 源 J’. (65-10-17) x S Rl Faddeev-Popov 
理论 对 规范 场 量子 化 所 给 出 的 结果 相同 . 按 量 子 场 论 中 传统 的 方 
法 ,由 (5-10-17) 式 不 难 导 出 系统 的 Green 函数 以 及 Ward-Taka- 
hashi 恒等式 等 ， 


$ 5-11 杨 -Mills 场 的 路 径 积 分 量子 化 


无 论 是 含 第 一 类 约束 的 系统 还 是 含 第 二 类 约束 的 系统 ,上 面 
讨论 的 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 化 形式 都 是 在 相 空 间 中 给 出 的 . 
与 正规 Lagrange 系统 相似 , 当 对 的 积分 可 积 出 时 ,约束 系统 的 
路 径 积 分 也 可 在 位 形 空间 中 讨论 .35-10 中 以 QED 为 例 作 了 说 
明 , 本 节 讨论 非 Abel 规范 场 ,并 以 纯 祈 -Mills 场 为 例 给 出 路 径 积 
分 量子 化 的 具体 形式 . 

杨 -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 

1 


=— PP (5-11-1) 
式 中 
F, = 9,A; — 3A” + gf AfA (5-11-2) 
5 -Mills $$ A7 相应 的 正则 动量 
m^ 一 一 F°” (5-11-3) 
正则 Hamilton 量 密度 
H, = nm 十 EFF; — A:(àmt — gf* Atn?) 
(5-11-4) 
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初级 约束 和 次 级 约束 分 别 为 

Aj 一 To a 0 

A; 三 3 — gf p AFT, ^2 0 
Ai 和 A 均 为 第 一 类 约 东 . 规范 约束 (条 件 ) 取 为 


(2t = 3'r + IZA, — gf, ALIA, 0 


(9 一 040 
(Qm 由 83 的 时 间 稳 定性 而 来 ,其 中 =s0 又 可 写 为 
Q = A5 GCaD 
式 中 
G= [dG y; Aaa 
而 G“ 为 算 符 Mp 的 Green 函数 . 
MerT)IG (x, y; A) = 928(x — y) 
M, = 859,9, — gf*, Ata* 
下 面 先 计算 行列 式 detjl2,4}. 显然 ， 
(8G), A1Cy)) = 78x — y) 


(OG ,A5C0) =— (GG, AC) 


(05 C22 ,AM (30) = 0 
(2; 20 ,A2Cy)) =— M""8x — y) 
因此 ， 


det | (2, AF} | = det! M^8(x — y) | = det M. 


(5-11-5) 
(5-11-6) 


(5-11-7) 
(5-11-8) 


(5-11-9) 
(5-11-10) 


(5-11-11) 
(5-11-12) 


(5-11-13a) 
(5-11-13b) 
(5-11-13c) 
(5-11-13d) 


(5-11-14) 


其 中 已 省 去 了 无 关 紧 要 的 常数 ,因为 在 路 径 积 分 中 仅仅 对 应 于 归 


一 化 因子 . 由 (5-8-18) 式 有 


2[0] =| [[aAzanzo ADS capecapscar) 


POST 


det| (A,Q) |exp i d'a Gn; 一 ef^.) — 


| [I A:dzidet MNANE CA; — G°) - 


DN M. 
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39 ADexp i d'a Gaz; = 此) (5-11-15) 
作出 AS 和 zx 的 积分 ,利用 关系 式 
[104D = |gAexo[— i|d'ax] — c1 
可 将 (5-11-15) 式 写 为 


z[0] =| Tdet M. |[ 8240 Ardx:d4, - 


exp i |d; 一 8e .| (5-11-17) 
A rp 
2 = grint + Py (Ga HADA, (5-11-18) 
引入 新 的 积分 变量 ,并 记 为 4 二 G* 十 *， 由 于 积分 的 平移 不 变性 ， 
(5-11-17) 式 又 可 写 为 


Z[0] = | J det M. || 6«345dz | | dA, - 


exp i Ja'z cc: - a) (5-11-19) 
其 中 2C. B CG-11-0 XUL, CES 4 的 项 ,经 分 部 积分 后 ,有 
ja'zasts =— [d'rn aA; + gfpAAD (5-11-20) 
这 时 (5-11-19) 式 被 积 函 数 的 指数 中 含 动 量 xf 的 平方 项 , 即 


Àt — Qr. 一 一 Sr + Fs, 一 LE, (5-11-21) 
式 中 
Fi = A? — 3A! — gfo ALBA (5-11-22) 


将 (5-11-21) 式 代 人 (5-11-19) 式 ,对 和 积分 后 ,得 
Z[0] =| TEaet M. | | 8(a4? [| dA:. 
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exp 


| 1] ipe 
i jd*a| — SQFVFS 十 UE | 一 


| Ilder M.S(GADdA; exp li [E (5-11-23) 
式 中 多 由 (5-11-1) 式 给 出 
Faddeev-Popov 用 吾 观 的 办 法 寻 出 了 (5-11-23) 式 ,其 中 因子 
det M. | | 8(a43?) (5-11-24) 
可 以 用 表达 式 | 


det M, || èA) (5-11-25) 


AE . 式 中 M =[ MP], H p 
Mf? = (9,42"83, + gfw Aal — y) (5-11-26) 
根据 Grassmann 变量 C,(x) 和 Cs(y) 的 积分 性 质 , 有 
det M, -|[z C, (<) ZC, (y) : 


exp {i |d'zd*; C,G)M?C,G)] 6-11-27) 


A PC, Cr) AM Cly) (G,5—1,2, 7 n)?g Faddeev-Popov 8328, 
fiT B E LY. EE e o S BP m PE IBEX 36 Minkowski 空间 中 的 
标量 .它们 是 反对 易 的 ,不 像 普通 标量 粒子 那样 服从 Bose 统计 ， 
而 像 旋 量 粒 子 那 样 服从 Fermi 统计 . 由 于 自 旋 和 统计 的 反常 关 
系 , 因 此 称 C。 和 CC; 为 鬼 ( 粒 子 ) 场 或 虚拟 场 . 
将 规范 条 件 改 为 

3*42 = p'(x) (5-11-28) 
AP p(xz) 是 与 规范 无 关 的 隔 数 (由 于 ZL[0] 的 规范 无 关 性 ). 用 因 
子 


exp| — ALEAGA (5-11-29) 
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F ZL0] 的 表达 式 , 然 后 对 p^ GO MEETS BUD RI 
Z[o] = [Zaz C, ZC.exp i fasz La) (5-11-30) 
式 中 


C n 一 C LS. cS (5-11-31) 
SL 为 原始 Lagrange 量 , 而 


La 一 一 E OA (5-11-32) 
Z0, 


La =— ,CDC DE = 952^ + fa^) 
(5-11-33) 


这 里 是 从 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积 分 量子 化 严格 导出 的 结果 ， 
而 Faddeev 和 Popov 是 用 直观 的 方法 得 到 的 . 


$ 5-12 3E Abel Chern-Simons 理论 与 Fermi 2538 & 


无 论 是 Abel Chern-Simons M zy t dE Abel Chern-Simons 项 
与 物质 场 看 合 ,在 (十 2) 维 时 空中 描述 任意 了 于 (anyon) 的 性 质 , 引 
起 了 人 们 广泛 关注 3. 任意 子 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 人 性质 与 分 数 
量子 Hall 效应 以 及 高 温 超 导 有 关 . 

在 (1 十 2) 维 时 空中 Fermi 场 与 非 Abel Chern-Simons 理论 的 
Lagrange id^" | 


PEE TELF” 十 re ( 3, A2 A5 十 


F ÁALALAU LidD4—mj$ (22D 
AB o—JXT^, RB T^ 为 规范 群 SU Ca) HERI, 
F^5,— 94,4: — Az + f&ALAL (5-12-2) 
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式 中 :及 为 规范 群 的 结构 常数 ;ac 为 与 规范 群生 成 元 相应 的 群 
表示 指标 ; D, 代表 协 变 微 商 ;常数 «为 规范 场 的 拓 朴 质量 .在 
Abel Chern-Simons 规范 理论 中 ,规范 变换 下 Lagrange E M E — 
个 全 散 度 项 ;在 非 Abel Chern-Simons 理论 中 ,规范 不 变性 要 求 
x 一 n/4r(n Sg 8809. Minkowski 空间 的 度 规 gj 二 diag (1 一 1 
一 1); Dirac Y- [f Jj =, yY! =i, Yt =i Co 为 Pauli Æ EO. 这 


里 约定 e? -—e^—]. 
相应 于 场 AL. q^ R^ BS GE DU] 3E Bu 2] E I 91 A 
IL 


m E = 一 一 = F° + xe?" A^ 
JA’ 
IL — 
m I= 一 -一 = 1 PY’? 
9 y, 
— aL 
r=- = 0 
d d, 
RARA 31 73 
Aij 一 Te 22:0 


总 Hamilton & 


H4 — [dzs 
式 中 
Ar = thA 0 H Op, 
e. = m "Ao 十 x, 十 m, — of 


(5-12-3) 
(5-12-4) 


(5-12-5) 


(5-12-6) 
(5-12-7) 
(5-12-8) 


(5-12-9) 


(5-12-10) 


(5-12-11) 


其 中 ; 为 Bose Lagrange R F; p, 和 js 为 Fermi Lagrange Æ 


d. 


由 初级 约束 ALS B IATER AE A= (ASH) 220, RIZ IB CAR 


187 


y" — — an^ + fi.Aim, — ke"3 A; 十 
ifa JY 0 (5-12-12) 
Hi 97 2 25 RO" 0 853 ELA YEA FF T A36 1B E Lagrange 乘 子 的 方 
f£ . BP 
ee = VPD + im + fA (5-12-13) 
1E = D; YYY, — im gY, + f2 A5 ge (5-12-14) 
次 级 约束 的 自治 性 条 件 不 导致 新 的 约束 . 将 约束 做 线性 组 合 
A = fa P r+ m9) + ax" — fA 
ke 3 A (5-12-15) 
不 难 验 证 ,A? 和 A2 为 第 一 类 约束 ,Fr 和 为 第 二 类 约束 . 
按 Faddeev-Senjanovic 对 约束 系统 的 量子 化 方法 ,对 每 一 个 
第 一 类 约束 ,篇 选取 一 个 规范 条 件 . 当 规 范 场 与 物质 场 耦 合 时 ,和 采 
用 辐射 规范 (4.=0,34'= 王 0) 是 不 合适 的 . 考虑 Coulomb 规范 
Qu = 7A 220 (5-12-16) 
HO 的 自 洽 性 条 件 人 80, 可 选取 另 一 规范 条 件 
X = 3I + vA — fr ALI AS 20 (5-12-17) 
不 难 验证 det| (0,0) | 与 场 量 无 关 , 可 以 从 Green R% H ^E RZ 
PS rP EZ fi det | LA, 7) | —det M", H P 
M“ = (8* V* — fi Aid Òl — y) (5-12-18) 
Green PR Fit B5 48 zs fa] ^E: EX 1. PR 
Z|[J.,9,2]— | At DDD PD x || 564» $(05 - 


dbi j 
8(0,) S(O) det | 14, } | (det| (8,0) |? . 
exp {i [dres Tz "m H+ 
Ji A; + ýy + 9| (5-12-19) 
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在 ZL[0j 表 达 式 中 ,对 xt HI mn 积分 ,得 
Zo] - [ea g DGA det M^ | - 


expli [EE (5-12-20) 
式 中 
La = ra FH — 7E FU E sea ATA, — 


Ke ga A,A5 十 ke"3,A2 A5 + kf e AS ALAS 十 

| PV Ipa — ifs. JY JA A" — m dq, (5-12-21) 
利用 6- 果 数 和 Grassmann 变量 积分 的 性 质 , 像 $5-11 讨论 中 那 
样 , 也 可 将 (5-12-20) 式 中 的 因子 8(3 ADI dec M^ A 89 127 5S rp dg 
指数 上 去 . 


$ 5-13 BFV 路 径 积 分 量子 化 


前 面 讨论 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 中 (Dirac 方法 或 FS 
方法 ) ,规范 条 件 中 仅 含 正则 变量 (正则 规范 ). 通常 不 能 满足 相对 
论 协 变性 要 求 ,例如 Lorentz 规范 就 不 是 正则 规范 ,因为 它 不 仅 含 
正则 变量 ,而 且 还 含 Lagrange ÆT A? 的 时 间 微 商 .Batalin、 
Fradkin 和 Vilkovsky 基于 BRST( 或 BRS) 对 称 , 给 出 了 一 种 相对 
论 协 变性 量子 化 方案 ”2 ,简称 为 BFV 量子 化 (包括 算 符 形式 和 
Fi PLE XX BUT EU). 这 里 扼要 说 明 BFV 路 径 积分 量子 化 
方法 . 

妈 摘 述 动力 学 系统 的 正则 变量 记 为 Z4(4= 二 1,2,…,n), 且 
Za 二 (gq ,pa),Z4 "P nf A Grassmann 变量 ,并 设 系统 仅 含 第 一 类 
约束 . HARRA $O0Q-91.2,-5,m),H AA B 1E Hl 
Hamilton & H. 也 是 第 一 类 约束 , 则 有 

(aspal = Cif; (5-13-1) 
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(H.,4$,) = Vil, (5-13-2) 
PR F fl G 的 Poisson dd & Jj 


(5-13-3) 


式 中 :3 Ma ARA A N M E N Ca = (Za Ze). 将 
(5-13-D 3X FH q^ 和 p1, 写 出 , 则 有 


、 AF 3G aG aF 
F,G) = 24 2 — (— re —— 2 3. 
{ ) A^ dp, (一 ])"rF'c A 35, (5-13-4) 


AHA nr M nc ^r 9l Jj F A G 的 Grassmann © fg . Poisson 括号 有 
FHM: 
(A,Bj) —— (— 1) {B,A)} (5-13-5) 
(A,B +C} = {4,B} + (A,C] (5-13-6) 
LA, BC) = (A,BjC + (— 1yrs B{A,C}) (5-13-7) 
(A,(B,C3j) + C— Ds"? ((B,C) , Aj + 
(— D'ec4"P((0,A5,B) —0 (5-13-8) 
与 扩展 Hamilton & Hg—H.--4'4. 相应 的 正则 作用 量 


Ig| 2,4] = | 一 -z (C7048 zazę 一 H. — ET (5-13-9) 


在 
üz = {zE p) = (~ M 
(5-13-10) 
DA = E + A'e^C*, — e?V* 

变换 下 不 变 . Xf Lagrange ÆT A^ 4079 35 7J 5€ 2E 3& . AH Iz 85 1E BN 
动量 记 为 ,这 样 相 空 间 变 量 为 z,(z4,X sn). 与 Lagrange RT 
相应 的 动量 x 适合 

7,—0 (a—],2,,m) (5-13-11) 
该 式 表 明 ,在 变量 zs 的 相 空 间 增 添 了 xm TAR. 将 所 有 2m 个 约 
束 都 记 为 C.= (hasna) (a 二 1,2，,… ,2m), 因 为 办 与 六 无 关 , 故 它们 
满足 下 列 关 系 : 
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GaGa) = C36. (5-13-12) 
{H.,G,} = ViG, (5-13-13) 


并 称 U.—G, 为 零 阶 结构 函数 . 做 零 阶 结构 函数 的 Poisson 括号 ， 
由 于 约束 是 第 一 类 的 , 则 有 


(0) (0) (1) (0) 


(U,,U,) 2 — 2USU, (5-13-14) 
(1) (1) 
n] £8 — Er ZE 9 ER U5. 当 U5 为 常数 时 (如 杨 -Mills 理论 ), 其 规 


范 群 具有 闭合 代数 ; 当 U5 依赖 于 正则 变量 时 ,其 规范 代数 为 开 代 
数 . HH Poisson 括号 的 Jacobi E $ 3X (5-13-80 A n] 48 — Br Z5 P4 eR 


QE NTIILDELTITITIISS-ELELLLUY: 


(0) (0) 
L .(q, p) — «LU ,(q,p), det |« | Æ 0 (5-13-15) 


选取 新 函数 U'(q,p) 为 零 阶 结构 函数 ,相当 于 差 一 规范 变换 . 这 
样 零 阶 结构 晒 数 具有 不 确定 性 ,同样 一 阶 和 高 阶 结 构 范 数 都 具有 
不 确定 性 . | 
ft fH 73 1B] zalza A^ 252 P 05] 8E — P2399 G 5| A BONS 22 98 33 
7 t 83 1E II 396 zl 8E Z, CAM F Poisson dá 5 : 
(2,7) = = (~ D*QO.,,,, (5-13-16) 


(52,,24] = (sza = 0 (5-13-17) 
H 
CUP) =F, (P) = X, (5-13-18) 


^^ ER 2J (xa T Za) HJ AB TH 25 18] O E 35 Poisson 括号 ) 称 为 扩展 
TH 45 [8] . 
在 扩展 相 空 间 中 ,定义 变量 的 鬼 数 (gh) 
ghlza) = 0, gh(7) = Llgh(,) =— 1 
AF Eb BINA T v1 Hun 
ghrp) = 2, gh s,» = 0 
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Ji 25 JE RE RR X 


= D rerep Unh PeP, -13+ 


ERA 
(0) 
2 = =U, (5-13-20) 
5n — i6 —() 
a Q (D 
IP 37 aP. aseo = 2U (5-13-21) 


性 质 . 可 见 , 对 Q2 的 上 述 各 级 微 商 ;恰好 给 出 各 级 结构 函数 ;0 对 
7 的 一 级 微 商 ,恰好 给 出 规范 变换 生成 元 . 于 是 ,Q2 称 为 BRST E 
成 元 , 它 是 结构 旺 数 的 母 隐 数 . 根据 约束 Hamilton 系统 的 结构 中 
数 , 可 构造 BRST 生成 元 0. 


BRST 生成 元 具有 下 列 性 质 : 
(0 是 实 的 : | 
Q' =N (5-13-22) 

(220 B RECS 1: 

gh(2) = 1 (5-13-23) 
DN ÆRA A BI 

ng((2) = 1 (5-13-24) 
(4) ERF I 

(2,2) = 0 (5-13-25) 


d 0 产生 的 变换 称 为 BRST 对 称 变换 . 如 果 n0 N 时 ， 


U — 0, WIE Q 及 结构 函数 相应 系统 的 秩 为 N. 由 于 结构 函数 的 不 
确定 性 ,相应 的 不 同 BRST 生成 元 由 扩展 相 空间 中 的 正则 变换 所 
联系 . 对 Abel 理论 ,BRST 生成 元 为 

0 一 mrG，((G,,G) = 0) (5-13-26) 
它 的 秩 为 0; 对 杨 -Mills 型 规范 理论 ， 
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N= 7G, — LUTCSS, (5-13-27) 


它 的 秩 为 1. 一 般 开 代数 系统 是 高 秩 的 ,如 超 引力 5 和 相对 论 性 
RBU, 
经 典 可 观察 量 为 规范 不 变 图 数 Au(q;p), 它 与 约束 的 Poisson 
括号 弱 等 于 0, 即 
(Ao Ga} = wG ~ 0 (5-13-28) 
该 式 表 明 ,4。 在 规范 变换 下 不 改变 . 其 可 观察 量 AU DKI E 
量 4 是 扩展 相 空间 中 的 盟 数 ,并 具有 下 列 性 质 : 


(1) Al, 2-,- Ao, p) (5-13-29) 
(2) gh(A)—0 (5-13-30) 
将 4 展开 ,有 
| (n) 
A = »geeghAWnME, Pa 0 (5-213-3D 
n0 | 


其 中 A=A BALA) 03A (AG, 20. 表明 BRST - 
A 2E pd HU OR AE EEUU RE E I LR TE — HL YO. A8 VE 08 CA, 
(g, 户 ) ,总 具有 一 个 BRST 不 变 的 扩展 量 A, CA0j —0. 此 扩展 量 
不 是 唯一 的 ,两 个 扩展 量 A 和 A' 之 差 为 
A — A 4- (K,Q) (5-13-32) 
式 中 天 的 鬼 数 为 一 1, Bi Jacobi 恒等式 (5-13-8) 和 了 的 客 零 性 ,可 
kn (K,Q0) f BRST RÆK, EUKO, =. 扩展 相 空 间 中 的 任 
何 函 数 4, 如 果 具 有 (5-13-29)、(5-13-30) 式 和 (5-13-32) 式 性 质 ， 
则 称 4 为 BRST 可 观察 量 . 
Hamilton & H, 是 物理 系统 的 可 观察 量 , 在 扩展 相 空 间 中 存 


在 相应 的 BRST 不 变 的 扩展 量 H , 
(I ,0) =0 (5-13-33) 
此 扩展 量 准确 到 
H > H + (Kf (5-13-34) 
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路 径 积 分 中 选取 不 同 规范 ,相当 于 变换 (5-13-34) 式 . 
物理 态 由 BRST 葆 来 挑选 , 即 物 理 态 |y) 被 BRST für Pri X , 
Q|g) — 0 (5-13-35) 
态 |y) 和 态 1y 半 QIX) 是 等 价 的 . 

设 (9 ,pa) 为 原 有 相 空 间 za 中 的 变量 ;系统 所 含 的 第 一 类 约 
NS $52 为 与 $. 相 联 系 的 Lagrange RT r. A A BS 1E D] 3E S 3j 
5E. 在 相 空 间 (za, 必 ,rc 中 ,相应 于 每 一 个 约束 G.CP 725] A. HR 
场 EXGEJCSEZDH 多 。. 在 扩展 相 空 间 中 ,路径 积分 ( 场 量 满 
中 一 定 的 边界 条 件 ) 


Z| 0], == E C b A CIA CRT, cy CD expiZ.q 


(5-13-36) 
FAAR- JE za X UP AET IE N E 962) ERE FE E R e, 


[ut 一 | a^», 十 ÀT, + TP, — Hu)dt (5-13-37) 


Ha = H — (44,0) (5-13-38) 

AP Lat A A REHE; Ha ER AA A Hamilton BE 称 为 规范 

固定 Fermi F. 此 结果 在 文献 [9,10,13,23] 中 有 详细 证 明 . 这 里 
扼要 叙述 证 明 的 主要 步骤 . 

将 扩展 相 空 间 中 变量 记 为 Z;(z). 在 路 径 积 分 (5-13-36) 式 中 
考虑 下 列 积分 变量 的 变换 . 


Z'O = Z) 十 1Z QV (5-13-39) 
式 中 


X ——1 | di 一 d») (5-13-40) 


Wd 4 —9 259i / i ,无 穷 小 参数 X 与 时 间 无 关 . 变量 变换 后 仍 
满足 同样 的 边界 条 件 . 边界 条 件 和 作用 量 均 是 BRST 不 变 的 . S 
计算 积分 测度 

DZ s= q^ Cp, CX Dr, C DP, 
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-o r —— . o e rpg Gu s ORO UA OT rrara. M DL mr TR Toa cmo amm m0 cd die ne 


的 变化 . 由 于 


GZ x(t) $E ME j o 
SZG —ó40(£ — t) 十 — 5— (260 t 0X 
{Zs Q) IE EO, Z. (z) (5-13-41) 
又 (5-13-39) 式 为 无 穷 小 变换 ,于 是 超 Jacobi 行列 式 为 
3SZ' :CD 
det HSA l+trA (5-13-42) 
A tr AREER ABAX, H 
tr A i| (0, — pide (5-13-43) 
因此 ,积分 测度 ZZ: 的 改变 适合 


GZ DZ; expi Fay — didt (5-13-44) 


将 (5-13-44) 式 代 和 人 (5-13-36) 式 就 得 到 路 径 积分 与 y 无关， 
Z[0], = ZO (5-13-45) 
这 表明 ,选取 不 同 的 规范 固定 Fermi F ,将 得 到 同样 的 量子 跃迁 
M. 量子 规范 自由 度 是 通过 矿 >H 十 (J,0) 实 现 的 ， 
将 鬼 场 分 为 两 部 分 , 即 
y 一 (一 Qs) (5-13-46) 
P, = (G+! C,, P.) (5-13-47) 
E+ 5435 C" d 5: 935 C, Me SE BS E LA ST 02, 和 P 
通常 将 规范 固定 Fermi 子 取 为 
p = GSC + Dax = (5-13-48) 
AF x AE AA e ATE E N Eg, E . 
下 面 用 BEFV 方法 给 出 纯 杨 -Mills 场 的 路 径 积 分 量子 化 . 
fi -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 


L =— FPP? (5-13-49) 


式 中 
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Fo = 9,A; — 9A; + fr ALA, (5-13-50) 
其 中 fA RAA. 杨 -Mills $ A; 相应 的 正则 动量 
L 
JÅ? 


Ta 


一 一 F9 (5-13-51) 


正则 作用 量 
PUAR mA] = |da’ [d'aci — 2$. — XO (5-13-52) 
Lagrange RT 
| 一 A? (5-13-53) 
2^ R PR ER 
$, 一 一 am 十 fim A. (5-13-54) 
而 Hamilton 量 密度 C y. [X -Mills 势 的 空间 分 量 44 及 其 正 
jn] 3t 89 zi E zi， 


PME nim n LEVE: (5-13-55) 
将 Lagrange ÆT A^ W 1E Wi] 3E Sg z/j E i y. ,那么 
zx, — m) 20 (5-13-56) 


式 中 ze 为 杨 -Mills 3 Az iE BI Jti zl Bt zz 的 时 间 分 量 . 
由 如 Ym 和 约束 ha 之 间 的 Poisson 括号 ,有 
LÆ ym Cr) $, (270) = 0 (5-13-57) 
(PCL) pC) = fudI 8G — x!) (5-13-58) 
根据 上 述 讨论 ,有 | 
0 = faal AC 十 L BSC — iPr) (5-13-59) 


可 观察 量 


H = [2:28 (5-13-60) 
在 规范 固定 Fermi F 
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4 = [azc CX 十 DX) (5-13-61) 
中 ,选取 
X = 044 (5-13-62) 
É (5-13-59), 65-13-6D RA (5-13-62) 37 £8 


wi = fa'e 9 A; 一 Xp + i C,3 D,C* 一 


| PP XD, f* C*) (5-13-63) 
将 05-13-59) — (5-13-63) RIRA (5-13-30) R, Xf 25 2, 52^ A m, 


(2) 3v 
Zlo]— (Ai(zx) ,ts| A2GO t) = 


|gA:[[9G'ADexpiva + Ia) (5-13-64) 


式 中 
Im 一 一 工 |dtzF2F (5-13-65) 
I,—— i fatz 2^ C, D.C: (5-13-66) 


这 恰好 是 $ 5-11 中 给 出 的 结果 ， 
可 见 , 选 取 不 同 的 六 既 可 导致 不 同形 式 的 Z[0j, 也 可 以 直接 
导出 9 5-11 中 方法 给 出 的 结果 . 
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第 六 章 
路 径 积 分 形式 中 的 对 称 性 


在 路 径 积分 量子 化 中 ,出 现在 路 径 积 分 中 的 量 ( 包 括 积分 测 
度 ) 均 是 经 典 的 数 ,这 为 分 析 系 统 的 量子 对 称 性 提供 了 有 用 的 工 
具 . $ RH T EH Lagrange 量 系 统 和 奇异 Lagrange 量 系统 路 
径 ( 泛 函 ) 积 分 中 (基于 Faddeev-Senjanovic 量子 化 方案 ) 的 对 称 
性 ,给 出 了 系统 在 量子 水 平 下 的 一 些 对 称 性 质 , 导 出 了 约束 
Hamilton 系统 相 空 间 中 定 域 . 非 定 域 和 整体 变换 下 的 正则 Ward 
恒等式 ,建立 了 正则 形式 的 量子 守恒 理论 ,讨论 了 在 杨 -Mills 场 论 
和 Chern-Simons 理论 中 的 应 用 论述 了 规范 系统 在 位 形 空间 中 路 
径 积 分 的 对 称 性 质 . 经 典 理论 中 对 称 性 所 联系 的 守恒 律 在 量子 理 
论 中 一 般 不 再 保持 有 效 . 这 里 发 展 的 理论 形式 的 突出 优点 在 于 为 
需 作 出 相 空 间 路 径 积 分 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 . 在 实际 问题 中 
要 作出 该 积分 往往 是 很 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 (特别 是 对 约束 
Hamilton 系统 ). 相 空 间 路 径 积分 比 位 形 空间 中 路 径 积 分 更 基 
本 .此 处 给 出 的 理论 形式 具有 更 普遍 的 意义 ， 


$.61 相 空 间 生 成 泛 范 的 正则 Ward 恒等式 


路 径 积 分 量子 化 在 现代 量子 场 论 (特别 是 非 Abel 规范 场 论 ) 
中 占 重要 地 位 . 场 论 中 传统 的 路 径 积 分 形式 是 在 位 形 空间 中 给 出 
的 . 在 一 定 条 件 下 ,可 将 相 空 间 路 径 积分 中 对 正则 动量 的 积分 (或 
用 Faddeev-Popov 方法 ) 转 化 为 位 形 空间 中 的 路 径 积 分 ,将 相 空间 
中 Green 函数 的 生成 泛 函 转化 为 位 形 空 间 中 Green 图 数 的 生成 泛 
图 ,进而 导出 系统 的 Feynman 规则 、Ward-Takahashi 恒等式 ,给 
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出 理论 可 重 整 化 的 证 明 等 . 但 是 , 当 相 空间 路 径 积分 不 能 作出 对 
正则 动量 的 积分 时 ,特别 是 约束 Hamilton 系统 ( 含 复杂 约束 ), 要 
作出 对 动量 的 路 径 积 分 常常 是 很 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 可 见 ， 
人 猎 究 系 统 在 相 空 间 中 生成 泛 函 的 性 质 就 显得 十 分 必要 . 相 空间 路 
径 积 分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 0, 也 可 以 说 ,后 者 是 前 者 的 特 
殊 情 况 (动量 可 积 情 形 ). 因此 ,分 析 研 究 系统 在 相 空 间 路 径 积 分 
的 正则 对 称 性 就 具有 更 普遍 的 意义 . 

在 量子 场 论 中 Ward( 或 Ward_Takahashi) 恒 等 式 不 仅 是 证 明 
理论 可 重 整 化 的 重要 工具 ,而 且 还 在 一 些 具体 计算 中 (如 QCD 
中 ) 也 起 重要 作用 ,例如 利用 它 可 将 高 阶 固有 顶 角 的 计算 化 为 低 阶 
固有 项 角 的 计算 等 . 传统 的 用 路 径 积分 方法 导出 Ward 恒等式 是 
通过 位 形 空间 的 生成 泛 函 给 出 的 中 , 它 只 适用 于 相 空 间 生 成 泛 函 
对 正则 动量 可 积 的 情形 . 这 里 研究 相 空 间 生 成 泛 函 在 正则 变量 的 
定 域 和 整体 变换 下 的 性 质 ,并 建立 正则 形式 的 Ward 恒等式 . 

H Jc UL OL HR BH NEEXSE. 设 系 统 由 正规 Lagrange 量 二 一 
L(g,9)(g 二 [gq',q?,…,g")]) 来 描述 ,其 中 g 相应 的 正则 动量 记 为 
P (PELi ptp]. 在 Green 函数 的 相 空间 生成 泛 函 中 ,对 g 
和 pp 分 别 引 人 外 源 了 入, 则 生成 泛 函 可 写 为 


Z[J,K] — |a Dp expli dpa 
一 H.(g,p) + Jq + Kp]) (6-1-1) 
式 中 H. 为 正则 Hamilton Æ, 
P = [dlp H.(q.5] (0-12) 


为 正则 作用 量 ,而 J —(,J,,:- sda) ,天 一 (民居 QKU). 
系统 的 Green MAA 
G, bistay stn) = (OIT G GOq t) q (4,)10) = 


mianem - ni ARAS rar am 0 88000 8 


1 0ZLJKJ —— 
i” 6J G0 ST (5,) -- 8J (ta) | J=K=0 (6-1-3) 


可 见 , 对 动量 引入 外 源 XII Green PRAE E. 
现 讨 论 增 广 相 空间 的 无 穷 小 定 域 变 换 : 
t = t + At = t + R'e (Ct) 
qg) = qG) + Ag(t) = g(t) + SEC) (6-1-4) 
pt) = pE + ApG) = p HT TE 
AP 1e, GO 8 TE E RR Le, GO e Hc fr Ta ER] e RC 8 TE T TE) DXC f] B5) S 
点 为 06; R^ =a; S —5D';T'—c;D"(D-d/dt). ERRA a.b.c 
等 均 为 1 p 的 函数 . 在 (6-1-4) 式 变换 下 ,正则 作用 量 (6-1-2) 式 
的 变 分 


p [To of" 
AI =|| +5 àg |dt 十 
|p[zas + (pa— HON jdt (6-1-5) 
式 中 
òg = Aq — q Àt 
òp = Ap > $ At 
or _ . 9H. (6-1-6) 
09 gr 
aP . aH. 
0p 4 ap 


由 e, GO BJ AR FE -lD AmA MERA 0. 生成 泛 
PR (6-1- DD LAE BALA] AE HEIL AER E AER RE HL. 假设 (6-1-4) 式 变换 
的 Jacobi 行列 式 为 1, 于 是 


Z|J,K| = [p Cg exp|i| I° 十 AI? 十 fa Jq + Jóq + 


Kp + Kàp + DLOq + K pAr] J) 一 


LZ ql 1 十 IP 十 fartsa + Kòp + 
DJa + Kp)Ar]] | expli + 


i | ya + Kpd! (6-1-7) 
由 e, CO If] 3g ka A EET OO 的 项 ,得 
Z[J, K] = |2p Zq -- iAI? +i [dt (Aa — à M) 4 


K(^Ap 一 b At) ]} exp i? 十 1 | cs 十 K p)dt | 


(6-1-8) 
生成 泛 函 (6-1-1) 式 在 (6-1-4) 式 变换 下 的 不 变性 ,意味 着 
óZ[J,K] 


Be) 一 0 (6-1-9) 


由 (6-1-8)、(6-1-9) 式 得 


E Dq exp {iT? + i| (Ja + Kp)dt | 


sli T 


. OI? a . c V o + c 
i Jan gS -4R RIO BRROG 
JG' — 9 RY) + KT? — P RO je] —0 (61-10 
将 (6-1-10) 式 中 部 分 积分 后 ,再 对 6, GOSK 12 PR RES LR I 
ASP) yf SP) x dò 
T Sl PIS ò p Sl 
Rea J) + ŽK — Rr K) | 


| E a| T39 


g=- ZU, K]=0 (6-1-11) 


2. 
ABA STI" 分别 是 R ST EMRA. 例如 :R" 的 伴随 算 
FER" 适合 
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| fco R'g codi 一 | gl) Rf (dt [d (6-1-12) 


APE. 代表 端点 项 ,并 称 (6-1-11) 式 为 相 空 间 中 定 域 变换 下 的 
正则 形式 Ward EFA. 

现在 考虑 奇异 Lagrange 量 的 系统 ,其 Hess 和 矩阵 是 退化 的 
这 种 情况 下 系统 由 正则 变量 描述 时 ,正则 变量 间 在 相 空 间 中 存在 
固有 和 约束. 该 约束 Hamilton 系统 的 Green PR ZI) ^E R i7 B8 n] 53 
A CHL $ 5-9) 


Z(J.K] — £a £p [TEO DAD 862) det | LA.) - 


[det 148,0) 1] exp (iLe + | a + Kpodr]] 


(6-1-13) 

式 中 :A 之 0(& 二 1,2,… 天) 代表 第 一 类 约束 ;0s0(4 一 1,2，…， 

LORS XB XAR ,0,220(8 21,2, KORE 5B — 26 TL XR TB 
联系 的 规范 条 件 . 

利用 -图 数 以 及 Grassmann 变量 CG) 和 Ct (4) 的 积分 性 质 . 


det| LAB) | = E DCE) » 
exp[i fdt CEO LAO Ba) GED) 61-14) 
可 将 (6-1-13) 式 化 为 
Z[J,K] = |Za Dp DC DC+ Dh. 
exp lins 十 1 | Ja 十 Kp)dt | (6-1-15a) 
AP 


Ih jd: Li Jaca cT Lm La) (6-1-15b) 
Ly — A 十 A, 十 人 人， Àn — (CÀ; sAr sA) (6-1-15c) 
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La = jar [Ci (v Q0C, + 166,600]. — G-1-18) 
Àn 为 Lagrange R TL, 3k 53 3e 78 XLI Lagrange E. 在 非 
Abel 规范 理论 中 ,Lss 相 应 于 史 粒 子 项 . 在 (6-1-4) 式 变换 下 (可 包 
括 CL) 和 C(t) 的 变换 ), 生 成 泛 聊 (6-1-15a) 也 是 不 变 的 .类似 
可 得 ,奇异 Lagrange 量 系统 的 相 空 间 广 义 Ward 恒等式 ,只 要 将 
(6-1- 1 XX KY IP JA Te 代替 好 可 ， 

3 xk MESE AH E [8] ^E LUZ PR XE 1E FU] 26 EC DE T E. H 

先 考虑 正规 Lagrange ERA. 相 空 间 中 无 穷 小 整体 变换 为 

上 一 上 十 At 一 上 十 SCt9y 轧 ) | 

q t) = qO) + AqGQG) = qO) + && Gig p) (6-1-16) 

pP E) = pH + ALE) = BO) + em 05g. p) 
式 中 :er(c=1,2,……7) 为 无 穷 小 参数 jg，p)、 E qg p) 7 G; 
9,) 为 (6-1-16) 变 换 式 的 生成 函数 . 变换 (6-1-16) 式 包括 时 空 对 
称 变换 和 内 部 对 称 变换 . 在 (6-1-16) 式 变换 下 ,正则 作用 量 了 的 
变 分 仍 为 (6-1-5) 式 . 假设 变换 (6-1-16) 式 的 Jacobi 行列 式 为 1, 
相 空 间 生 成 泛 函 (6-1-1) 式 在 (6-1-16) 式 变换 下 是 不 变 的 ,于 是 有 


Z[J ,K] =| 2 Dp exp| (I? + AP 十 |@ Ja 十 
Jg + Kp + Kóp + D[(q + Kp)Ar]| |) = 
EZ Dp exp] i^ 十 AP 十 [artsa 十 
Kp-ce(J6—q.qr)-KO — pr)+ 
D(Jq + Kp jc) J} (6-1-17) 
如 采 在 (6-1-16) 式 变换 下 ,正则 作用 量 IP RE h C6-1-170 XX 68 
Z[J,K] =|Zq Dp exp(i| * 十 | a 十 K p)dt | | . 
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[ie ie|ad € - 0 + KO -à0 H 
D(Jq 十 Kp | | = 


| 1 十 e, dr 7 e — v'D 


$e [rmi 


-iò ZUJ, K] (6-1-18) 
5 


设 (6-1-16) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1 时 ,就 得 到 系统 整体 对 称 
变换 下 ,系统 相 空 间 中 生成 沁 函 应 满足 的 关系 式 : 


falle rl)]+ [r - nl] J* 


Df (Ug + Kp] 


D[Cq + Kp)r']]| 


-ið Z[J,K] = 0 (6-1-19) 
d 
(6-1-19) 3 nf Ek H EM Lagrange 量 系 统 在 整体 对 称 变换 下 的 正 
则 Ward 恒等式 . 

对 奇异 Lagrange 系统 ,类 似 可 以 得 到 ,如 果 有 效 正 则 作用 量 
7 在 增 广 相 空间 中 的 整体 变换 下 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
1 ,那么 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空 间 中 的 生成 泛 范 仍 满 足 形 如 
(6-1-19) 式 的 关系 去 . 


$62 路 径 积分 中 的 整体 正则 对 称 性 和 守恒 律 


对 称 性 的 研究 在 物理 学 的 众多 领域 有 重要 意义 . 系统 在 李 群 
作用 下 的 对 称 性 的 分 析 通 常 是 在 经 典 水 平 下 讨论 的 . 量子 理论 中 
研究 了 分 立 对 称 性 和 连续 对 称 性 所 导致 的 守恒 量 . 在 经 典 理论 中 
连续 对 称 所 对 应 的 守恒 量 通常 是 由 Noether 定理 给 出 ,而 
Noether 定理 及 其 推广 传统 的 方式 均 是 在 位 形 空间 中 表述 的 *. 
近来 建立 了 相 空 间 中 正则 形式 的 Noether 定理 和 Poincare-Cartan 
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积分 不 变量 ~”. 微观 粒子 的 运动 是 量子 理论 描述 的 ,经 典 理论 中 
的 一 些 重 要 结果 在 量子 理论 中 是 否 仍 然 有 效 ,或 者 在 什么 条 件 下 
仍然 保持 ,是 一 个 值得 讨论 的 问题 . 

动力 学 系统 的 量 了 于 化 方案 常用 的 有 正则 算 符 形式 和 和 路径 积 分 
形式 . 路 径 积 分 量子 化 的 一 个 突出 优点 是 出 现在 路 和 颂 积 分 中 的 量 
(包括 积分 测度 ) 均 是 经 典 的 数 ,这 为 分 析 系 统 的 量子 对 称 性 提供 
了 一 个 有 用 的 工具 . 量子 系统 的 性 质 由 Green eR BS] ERZ PR S 
出 二 , 相 空间 路 径 积 分 比 位 形 空 间 路 径 积分 更 基本 -…. 当 相 空间 
路 径 积分 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 为 Gauss 型 时 ,可 将 其 化 为 位 
形 空 间 中 的 路 径 积 分 . 但 是 ,对 于 约束 结构 较 复杂 的 约束 Hamil- 
ton 系统 ,要 作出 对 动量 的 路 径 积 分 常常 是 十 分 困难 的 ,甚至 是 不 
可 能 的 . 近来 ,我 们 从 相 空 间 Green RAKKERS AELE, SET 
量子 系统 的 一 系列 定 域 和 整体 对 称 性 ~? . 由 奇异 Lagrange 量 
描述 的 系统 在 物理 学 众多 领域 中 广泛 存在 . 描述 自然 界 4 种 基本 
相互 作用 的 理论 (QED、QFD、QCD GR) 中 的 Lagrange 量 均 是 奇 
异 的 . 这 里 先 给 出 了 有 限 自 由 度 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 
量子 水 平 的 Noether €M. 

从 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 的 Green 函数 的 生成 泛 本 
出 发 ,考虑 系统 在 增 广 相 空 间 中 的 整体 对 称 性 ,可 导出 该 系统 在 相 
空间 中 的 量子 形式 的 Noether 定理 . 

设 动 力学 系统 由 奇异 Lagrange E L(g ,g') 来 描述 . 由 于 
Lagrange 量 的 奇异 性 ,在 相 空间 中 系统 的 运动 被 限制 在 约束 所 确 
定 的 超 曲 面 上 . 记 Au 02:0 — 5,2, ,KK') 为 第 一 类 约束 ， 
0,Cq' ,piD) 守 0(j 二 1,2,… ) 为 第 二 类 约 东 ;与 第 一 类 约束 相应 的 
规范 条 件 记 为 Q2.(g' ,pi;) 守 0 (k— 1,2, KO. 其 中 5; Xa 的 正 
则 动量 ,“ 守 ”代表 等 式 在 约束 超 赐 面 上 成 立 . TE Faddeev- 
Senjanovic 量 子 化 方案 "中 ,此 约束 Hamilton 系统 Green M% H + 

空间 中 的 生成 沁 函 为 
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ZEJI =| 2q Dp: || 8465 8€4,» 8(0) det| (A, A)| - 


Jk. 


[det | (0,,0,) | "exp| i | did — 


H. 十 Ja | (6-2-1) 
A P:H. 为 系统 的 正则 Hamilton &;J;G)29 g(t) 的 外 源 ( 这 里 仅 
对 坐标 引入 外 源 );{t。，，。} 代表 Poission 括号 . 利用 -函数 和 
Grassmann 变量 2 (8I 2^ (4) 的 积分 性 质 ,可 将 (6-2-1) 式 写 为 


ZU =| Za Dpi Dh PNP 


exp i [ME 十 J^) | (6-2-2) 
式 中 
Am 一 CÀ; s A. Àr) 
Lig = Le + Lae + Lo (6-2-3) 
L’ = pid — H, (6-2-4) 
La = Ài0; + A,A, + A (6-2-5) 


La = [drini DAGE) A(T) 13€) 十 


OLOR KOIKOI (6-2-6) 


为 简化 记号 Td q Ct) 一 (gq' (1), A, (t), n+ Jma) p=(p;), J= 
(J;), 于 是 (6-2-2) 式 可 写 为 


Z[J] = |£a Dp exp[i [aras tJ0] can 
下 面 考虑 系统 在 增 广 相 空间 中 整体 对 称 变 换 下 的 性 质 . 设 增 
广 相 空间 中 无 穷 小 整体 变换 为 
t = t + At =t + er ;q.p) 
q'(') = q(t) + AqX() = q) H EE gp) | (6-2-8) 
pP E) = pQ) + ApQO) — p) o EN (59, p), 
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AtBieG-1,2,,NX85 089 "7Gqip.E Oii py 
qs 了 ) 为 变换 (6-2-8) 式 的 生成 函数 . 在 (6-2-8) 式 变换 下 ,系统 的 
有 效 正则 作用 量 


E 
Pi 
ef 一 | d£ L5 
£ 
1 


的 变 分 为 
Of tt Ita 
eff -|5 a. 0p +Ê xag | 十 |p[zas 十 
(pa 一 (6-2-9) 
óg = Aq — q At, Óp = Ap — p 
Ou Fa Of — . 9Ha 
50 Jg’ $5 = q-— F (6-2-10) 


其 中 五 si 为 与 Lat MR Hamilton & . 

假设 系统 的 有 效 正 则 作用 量 I 在 (6-2-8) 式 变换 下 保持 不 
变 , 将 (6-2-8) 式 的 整体 变换 定 域 化 ,考虑 到 如 下 和 定 域 变换 : 

t =t + AL — H Elt Cq, p) 

q G') =q) + Ag) =q) d OV 0;q, p) » (6-2-11) 

p(t) = pQO)-T Ap) = pO) + eG q.s p) 
式 中 es(t) (co 二 1,2,…,7) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 及 其 所 需 的 各 
级 微 商 在 时 间 区 间 的 端点 为 0. 34 6, (0 — 6 (参数) 时 ,有 效 正则 作 
用 量 I 在 其 变换 下 不 变 . 在 (6-2-11) 式 变换 下 ， 1 的 变 分 为 
EN Òl Pa 


AI" =|| p+ Bo 7 di + [prpsg + Gq— Hu)At ldt = 
fa i Mele - i5 十 | 和 28. 


Qf — be) DECi Hadr + p —à70]] 十 
Jd Cos — Har De) + pE — à 0)DeG)] (6-2-12) 
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由 于 已 假设 有 效 正 则 作用 量 Fef 在 整体 变换 (6-2-8) 式 下 不 变 , 因 
此 〈6-2-12) 式 中 的 第 一 个 积分 为 0. 根据 eo (2) 的 端点 条 件 ， 
(6-2-12) 式 又 可 写 为 


Af. = Jac cog — H ac 十 pE m q 1) J]De,CO] — 
— [die CODO G4 — Hao + 


pG—q.7)] (6-2-13) 
设 变换 (6-2-11) 式 的 Jacobi FTIRA 1. B FRZ PS Z[J ] ft 
(6-2-11) 式 变换 下 不 变 , 有 


Z[J] =|gp cq exp {i +i [Jaat | 1—i de . 


(D[(pg— Ha + pE —gr)]+ 


JE — 907) (6-2-14) 


对 (6-2-14) 式 关于 e GOOK E RAR, 28 iE PP UR J 二 0, 得 到 
(OIT* pE — H,qc)|0) = const 
o = (1],2," ,7) (6-2-15) 
式 中 :10 代表 系统 的 基态 ;T 为 一 种 特征 形式 的 编 时 乘积 一, 它 
有 如 下 意义 : 
(1)7 有 编 时 意义 ; 它 是 通 和 并 的 编 时 乘积 全; 
(2) 0|T* [Dg CO J O — DOO [F[ 9g CO --- ]|0? (6-2-16) 
于 是 就 得 到 量子 情形 下 相 空 间 中 正则 形式 Noether 定理 :在 增 广 
相 空 间 中 的 整体 变换 下 ,如 有 果 系 统 的 有 效 正 则 作用 量 不 变 , 且 变换 
的 Jocobi 行列 式 为 1, 那么 该 系统 存在 量子 守恒 律 (6-2-15) 式 . 
量子 守恒 律 (6-2-15) 式 与 正则 Noether 定理 给 出 的 经 典 守恒 
律 相 对 应 . 由 于 奇异 Lagrange 系统 在 相 空 间 中 存在 固有 约束 , 量 
Tits: B8 Hamilton 量 H.— WA MT iE Jl Hamilton 量 
H.. 此 外 ,量子 水 平 除 要 求 变换 (6-2-8) 式 保持 有 效 正 则 作用 量 
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pe 不 变 外 ,还 必须 保持 路 径 积分 测度 不 变 ,才能 有 量子 守恒 律 
(6-2-15) 式 .可见 ,在 经 典 理论 中 ,对 称 性 所 联系 的 守恒 律 在 量子 
理论 中 一 般 不 再 保持 . 这 个 问题 在 本 章 后 面 研究 场 论 中 的 对 称 性 
时 ,还 要 进行 详细 讨论 . 


6-3” 定 域 正则 变量 变换 和 正则 Ward 恒等式 


定 域 规范 不 变 的 Lagrange 量 是 奇异 的 . 用 奇异 Lagrange E 
描述 的 系统 在 相 空间 中 含 固 有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 仅 
含 第 一 类 约束 的 系统 的 路 径 ( 泛 函 ) 积 分 量子 化 首先 是 Faddeev 给 
出 的 ,Senjanovic 将 其 推广 到 含 第 二 类 约束 的 系统 . 至 今 规范 场 
和 引力 场 中 出 现 的 量子 化 问题 已 基本 解决 后 ,特别 是 基于 BRST 
不 变性 的 BFV 量子 化 方案 更 是 受到 广泛 的 关注 -站 . 无 论 是 正规 
Lagrange 量 系 统 还 是 奇异 Lagrange 量 系 统 (基于 Faddeev-Sen- 
janovic 的 路 径 积 分 量子 化 方案 ),Green 函数 的 相 空间 生成 泛 函 占 
有 基本 的 地 位 . 当 相 空间 路 径 积 分 中 关于 正则 动量 的 积分 为 
Gauss 型 时 ,可 作出 对 动量 的 积分 ,这 时 用 路 径 积 分 方法 导出 的 
Ward 恒等式 就 是 通过 位 形 空间 中 的 生成 泛 函 实现 的 , 它 仅 适用 
于 相 空 间 路 径 积 分 中 关于 正则 动量 的 积分 为 可 积 的 情形 ， 相 空间 
路 径 积 分 适用 于 普遍 情形 , 它 比 位 形 空 间 路 径 积分 更 基本 一 对 
约束 Hamilton 系统 , 当 约 束 结构 复杂 时 ,要 作出 相 空 间 路 径 积 分 
中 关于 正则 动量 的 积分 往往 是 很 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 因 
此 ,从 相 空 间 路 径 积 分 来 研究 系统 的 量子 对 称 性 质 , 具 有 更 重要 的 
EX. 下 面 讨 论 场 论 中 的 定 域 变 换 , 并 建立 相应 的 正则 Ward f8 
FA- 

1. 正规 Lagrange 量 系 统 

A E —^4 B )KGO0(a-1,2,n)3XE T YR 9 0 Ht HEP a 
不 同 场 或 场 的 不 同 分 量 的 指标 . 场 的 Lagrange 量 密度 为 C$, 


a 
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4,),$,—23,4,3,— 3/ax", x — G.x). 就 正规 Lagrange E A 5 ifii 
言 ,正则 Hamilton H 


H. = |dzec 一 [daca $' 一 L) (6-3-1) 
是 独立 正则 变量 多 (z) 和 re(z)=3S/ag"(Cz) 的 泛 函 .这 里 对 儿 
和 x, 分别 引进 外 源 J。 M KEARE PR n] 5S A UH 

Z[J,K] - [ew Dr, exp [I^ + 

[erug + K*x,)]| (6-3-2) 

A P 

p= |dzse -— az f° — 2€.) (6-3-3) 
是 场 的 正则 作用 量 . 在 J,—K"—0 附近 展开 ZLJ.K J.B 


ZiJ,K]- » Z [d'y d'z, G Gr TD 
n=0 ” 


J.Cr,)K* Gr) K*Cm) (6-3-4) 
式 中 
G? (x, pete Lyst 0,4) 一 
1 (6-3-5) 
I" SCT) OT a (LOK (rri) K (x,) 1o, x10 
显然 ， 


G (x, ;Tr XT) = 


1 9"Z[J,K | 
i 67, Cr)87, Cr) Òa Tn) 


J =K"=0 i 


COLET $* Gc.) $* G2 9*2 ]10) (6-3-6) 

是 普通 Green eR S . np A, Xi 3] E x. 9| AY US K", 不 影 啊 对 
Green 图 数 的 计算 ， | 

在 生成 泛 函 (6-3-2) 式 中 ,对 动量 积分 为 Gauss 型 或 Feynman 


Zli 


hr mmm co n RT OT RO rp Là. rm aL 


型 的 情况 下 , (6-3-2) 式 可 化 为 位 形 空间 的 路 径 积 分 055, 其 有 效 
Lagrange 量 可 能 和 原来 的 不 同 . 李 政 道 和 杨振宁 等 人 给 出 了 ” 质 
量 ” 依 赖 于 坐标 (或 场 变 量 ) 情 形 下 位 形 空 间 中 的 路 径 积 分 形 
式 " .对 “质量 ”依赖 于 坐标 和 动量 的 情形 ,位 形 空 间 路 径 积分 
的 形式 在 文献 L18j 中 已 给 出 . 在 上 述 后 两 种 情形 中 ,有 效 La- 
grange EA £j 0- 郴 数 的 奇异 性 ,这 种 奇异 性 可 在 重 整 化 过 程 中 清 
ROS. 一 般 情形 下 ,(6-3-2) 式 不 能 通过 对 动量 路 径 积 分 得 到 简 
化 .尤其 对 约束 Hamilton 系统 ,要 作出 对 动量 积分 是 很 困难 的 ， 
甚至 是 不 可 能 的 . 因此 ,研究 生成 泛 孔 在 相 空 间 无 穷 小 正则 变量 
变换 下 的 性 质 是 必要 的 . 利用 这 些 变 换 性 质 可 导出 相 空 间 的 
Ward 恒等式 69, 从 而 ,得 到 Green 函数 间 一 些 新 的 关系 式 . 
现 考虑 相 空 间 中 无 穷 小 变换 : 
$$ Cr) = plr) + 99) = 
PCr) 十 CTE 62) 


Mal) — T (x) = mx) + 2,07) = 


(6-3-7) 


MaC) 十 Palp, mue. 82 ) 


式 中 er(r) 和 (xr)(o 二 1,2,…,r) 是 任意 函数 ,在 时 空 区 域 的 边界 
上 为 0. 假设 (6-3-7) 式 变换 下 的 Jacobian 行列 式 为 J[$,7 ,ei sE], 
正则 作用 量 (6-3-3) 式 的 改变 为 51?. 在 (6-3-7) 式 变换 下 ,生成 泛 
P (6-3-2) 式 是 不 变 的 ,从 而 可 得 到 相 空 间 中 的 正则 Ward E 5 
式 , 即 

à | 


[gp eme Beet ea + ior + i [arre + 
K*àz.)]) , exp CI fdat EK] = 0 


e 一 上 
1 一 


(1 = 1,2) (6-3-8) 
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0 


ÒE; sec T zm, € ,€; || 1 + 197? + 


EE + K*àz,) | 


Z0, K]=0 (6-3-9) 
ER 


例如 : 相 空间 沾 无 穷 小 平移 变换 为 


REN 


$ Cr) — 9" (1) =p Cr) + er (x) 


T, (L) > mur) = mr) 十 HR 


(6-3-10) 
在 (6-3-10) 式 变换 下 的 Jacobian nie 1. 正则 作用 量 的 改变 为 


an IE E! 


d | 
S. Gr. Get 22 
式 中 


59 1x) + ela) + 


(6-3-11) 
òP — . 8H. àP , òH, 

e T, 一 BP m = $ — 5n. (6-3-12) 
由 sz) 和 e2 GO E232 I ZR LE RAE RUE BR (6-3-20 A 4E (6-3-10) R% 
换 下 的 不 变性 ,可 得 到 相 空 间 中 正则 Ward 恒等式 , 即 


[or erly 


BF + 


exp[i| P + Jd'zGLfe + Kor,) |) = 


a ol" i 
|2 Cm, Oz. 十 K 


(6-3-13a) 
soli[r + [eter + o] 


(6-3-13b) 

让 外 源 J.—K*—0,(€6-3-13a2),(6-3-13b) 3 (8 
OIT | | l0) — 0, co T* S |0) = 0 (6-3-14) 

式 中 了 表示 一 种 特定 的 编 时 乘积 -21. 对 (6-3-13a) 式 关于 .J,(x) 求 
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Liabost" E, > oO, Ém-i ofm stt sba > CXO 
后 ,可 得 
y Ld 
ag” mim — 0 (6-3-15) 


由 于 m A n 是 任意 的 ,由 (6-3-15) 式 得 
òH. 


mr) 一 一 NS (6-3-16a) 
类 似 地 ,从 (6-3-13b) 式 出 发 ,可 得 
6H. 
$. Cx) = Bm. Gr) (6-3-16b) 


(6-3-16) 式 是 系统 的 量子 正则 方程 . 
现 讨 论 增 广 相 空 间 中 一 般 的 无 穷 小 变换 . 
x^ = q" + Ar" = x" + REE (xz) 
$x) = Plr) + Ag Car) = 
f(z) + SE (x) (6-3-17) 
T x) = Alx) + ALGO) = 
nm,x) 十 de) 
这 里 e (zx)(o 一 1,2,…,7) 是 无 穷 小 任意 函数 ,e (x) 及 其 各 级 微 商 
在 时 空 区域 的 边界 上 为 0, 并且 
Ri = a" g d, » 55 E = po day 
Tas = C” Oo (6-3-18) 
da) = Ad, (Nn) = vue Àp 
一 一 一 一 ~ 一 


n n 
a.b.c Æ rpn AAR. 在 (6-3-17) 式 变换 下 ,正则 作用 量 的 改 
变 为 


AI" - [as $ 5j n 


2 Gr, — 262 A] + "m (6-3-19) 
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这 里 - 

609^ = A4 — & Ax", Òn, 一 Ax, — Ka pÂ” (6-3-20) 
(6-3-17) 式 变换 下 的 Jacobian £131 A di A Jelp srac]. BH 
e" Cx) B9 E 2& (fr FU AE IE A (6-3-22 E C6-3- T7) A E H PF JS 
变性 (这 意味 着 90Z / 86 | 520 0), A (6-3-2), (6-3-19) X QT DL 8 
相 空 间 中 正则 Ward 恒等式 , 即 


[r +3: HE kil $, Sp | + Su. — ReCgeJ) 十 


i P ici Mini 
rS Reil tos pe) + PaK" — 
7, ÒT 


RG,, Kr) ri ZU, K]-0 (6-3-21) 


1 ô 
T 


(UT ed 


! BK 
这 时 
IJ .| A ,Ts €^ | 
OE e" =0 
在 导出 (6-3-21) 式 的 过 程 中 ,利用 了 JUE, m, 0]=1. RE S 和 他。 
分 别 是 相应 于 RE S 和 了 .的 伴随 算 符 -对 方程 (6-3-21) 式 的 外 
源 求 泛 困 微 商 ,然后 让 所 有 外 源 为 0, 就 可 以 得 到 相 空 间 中 另外 的 


Ward 恒等式 . 如 果 用 ac2/ag" 代替 n BI raadt Ward 恒 
等 式 《6-3-21) 式 可 以 用 位 形 空间 中 的 变量 来 表述 . 

2. 育 异 Lagrange B $t 

^5 HE —r4a Lagrange 量 系 统 , 其 Hess 矩阵 

d of 
LH br 

是 退化 的 . 在 这 种 情形 下 ,用 正则 变量 描述 时 ,系统 在 相 空 间 售 固 
BAR. 由 约束 的 日 恰 性 (稳定 性 ) 条 件 , 根 据 Dirac-Bergmann € 
法 ,可 以 未 步 确定 其 次 级 约束 . 设 之 0(k 二 1,2,… ,KK;) 为 第 一 
类 约束 ;0.(i 二 1,2,…, 了 ) 为 第 二 类 约束 ;与 第 一 类 约束 相应 的 规 
w RFA 之 0(k 二 1,2,…', 民 1). 按 Faddeev-Senjanovic 量子 化 


J? =— 
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方案 ,此 约束 Hamilton 系统 Green A CEP] E RZ AN 
ZIJ, K] =|24 Dr, || 86609 A09 0)det | (A, 0) | - 
1 QR. 


"det! TER p2 expli 7° 十 |d'z Gr 十 Kex,) | 


(6-3-22) 
应 用 -RAA Grassman 变量 Ci,(x) .Ci(x) 的 积分 性 质 : 


det LA GO B, G2) | = | 26,60 c C.) - 


于 是 (6-2-22) 式 可 以 写 为 
Z[J,K] = | Dr, DBA, DC DT- 


exp (il ts 十 Ja'z Qr 十 Kn) |} (6-3-24) 
式 中 Àm = (Àr s Ars Ài) > 
eff = [a'zsem 一 


fasz P + ALA, HAR + AO + 
d'y (C, G2 LA GO 41,0) CC) 十 


$6 (8,7) ,0;C201C; C32] (6-3-25) 


^E iz £R(C6-3-240 XX, YE LAE REIR PRAE. HIE Lagrange 
量 系统 中 推导 正则 Ward 恒等式 的 方法 同样 可 导出 相应 的 相 空 间 
中 的 正则 Ward 恒等式 ,这 时 只 需 用 I 代替 (6-3-21) 式 中 的 7? 即 
可 . rli "EZ BR C6-3-24) XX, TE 1E DII] AE ERE IOTER AB PR URB, 
导出 的 量子 正则 方程 为 
Ha H.a 
9$" (r) SX Cr) 
这 里 Hak UR XX Lagrange & Ls 相应 的 有 效 Hamilton & . 
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mr) 一 $a) 一 


(6-3-26) 


在 约束 Hamilton 系统 的 经 典 理论 中 ,Dirac 猜想 所 有 的 第 一 
类 约束 (初级 的 和 次 级 的 ) 都 是 规范 变换 (它们 生成 物理 态 间 等 价 
的 变换 ) 的 生成 元 ， 如 果 此 猜想 成 立 , 那 么 约束 Hamilton 系统 的 
经 典 动力 学 方程 可 以 从 扩展 Hamilton E He 中 导出 ,Hs 中 将 合 
所 有 第 一 类 约束 (不 仅 含 初级 第 一 类 约束 而 且 还 含 次 级 第 一 类 约 
WD. 关于 Dirac f& 4 TEE A Fl B6 4 LU? ,由 以 上 讨论 可 知 ,在 约 
束 Hamilton 系统 量子 理论 中 ,量子 正则 方程 (6-3-26) 式 是 从 有 效 
Hamilton & 互 .4 导 出 的 , 它 不 仅 含 第 一 类 约束 而 且 还 会 第 二 类 约 
X (包括 次 级 第 二 类 约束 ). 这 与 约束 Hamilton 系统 的 经 典 理论 
有 很 大 不 同 . 在 量子 理论 中 描述 一 个 约束 Hamilton 系统 时 ,更 基 
本 的 量 是 生成 泛 函 ,而 不 是 经 典 运动 方程 - 


$ 6-4 - 规范 不 变 有 质量 矢量 场 


规范 不 变 有 质量 矢量 场 的 Lagrange EJ 
1 


v =— LFU 5 (94 — mA,)(Ə“$ — mA") (6-4-1) 


式 中 
F,, — J,A, mm 9 4， (6-4-2) 


g%(z) 为 标量 场 . 下 面 给 出 正则 形式 的 Ward 恒等式 对 这 个 模型 的 
应 用 . | 
相应 于 场 4,《x) 和 $C(x) 的 正则 动量 分 别 为 


r(x) 一 一 F"(x), r(x) — $(x) — mA'(x) (6-4-3) 


系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
laz; 1 lp ,1_y. t 242 
GE. mm Hyt t Etay? y $+ jm 4, 
m A;3$ + (àz; + mx) A' (6-4-4) 
初级 约束 和 次 级 约束 分 别 为 
P —A,—m'r)ec0 (6-4-5) 
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04 =Å, =— dm 一 MT 0 (6-4-6) 
它们 是 第 一 类 约束 . 根据 $3-5 中 的 讨论 ,规范 生成 元 
G = | d'x[e(z)(3z; + mx) + €x), 2] = 


DEEX £r) + mze(x) | (6-4-7) 

由 这 个 生成 元 产生 的 变换 为 

8A,(x) = (A(x),G) = delz), rz) = 0) 

Cr) = me&(x), Ozn(x)-—0 | 
在 (6-4-8) 式 变换 下 ,系统 的 Lagrange 量 不 变 . 

采用 路 径 积 分 量子 化 ,对 第 一 类 约束 选取 相应 的 规范 条 件 . 考 
IJ EE ELS ,—3,4;—0, 8 Q; 的 自 洽 性 要 求 , 就 有 另 一 规范 约 
R NQ S3 + g A' 220. 不 难 验证 ,det1(4 人 ,2 (6,8 1,2) 5 3 
量 无 关 , 可 将 这 个 因 了 于 从 生成 泛 果 中 略 去 ,于 是 有 


Z[J,,K^,J ,K,U,,V,] = [oa Dr, Dé Dr Cpu, Den - 


(6-4-8) 


exp[i LEE + J,A" + Kx, + 


J$ + Kr + Uw + Vi«.]| (6-4-9a) 
L =n A, trh A, (6-4-9b) 
A Hr 一 < 十 L n = CP 十 HÀ. 十 c), (6-4-9c) 


X "P LU, MV: ^r 8| Ag 3 35 lr) e GEO KRAJ, 和 J 分 别 
为 4* 和 #5$ 的 外 源 ;K” 和 大 分 别 为 zs 和 并 的 外 源 , 并 设 
$ — A,$, t wi) 
Na = (Nuo) 
Ja= J asd Uk Vi) 
K°=(K’,K) 
于 是 (6-4-9a) 式 可 写 为 
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ZU. K] = [e n, expli] dte [en + Tp + Kn] 
(6-4-10) 
^E iE PR (6-4-10) 3C M Sr 在 (6-4-8) 式 变换 下 不 变 ,(6-4-8) 
式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 此 时 相 空 间 中 的 正则 Ward 恒 等 
式 为 


一 JV? x- V LB 十 mJ 一 34^ ZU .K] = 0 
1 2 


(6-4-11) 
4 Z[J,K ]- exp GaW[J,.K ]) M ELIDAT A 
E PRA 未 +y’ W. TomJW'! 
a,I'W-^! WEJ, K] = 0 (6-4-12) 


用 Legendre 变换 引入 顶 角 的 生成 泛 函 分 别 为 
Pig, r] = WEJ,K]— CEE Kn) (64-13a) 


SW or o 
BJ $7), sp) 40 (6-4-13b) 
oW or ] 
8K*(x) — ja (r), Sr Cr) (r) | — K (x) (6-4-13c) 


于 是 相 空 间 中 的 正则 Ward 恒定 式 (6-4-11) 式 化 为 
一 E TOVen)-— 


oT 
" GS ; T 237 (SA GO 0 (6-4-14) 


将 (6-4-14) 式 关于 g%(zz) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 A= 49 — 
w, = 0,44 
Sr o] l, Sro] 


09(2,009(7,) | m ^ SACL pl) (6-4-15) 
将 (6-4-14) 式 关于 A" GOGK IK I BR fi i8 «PR I5 LE BER 39 29 0.18 
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44 o OT] o o 
9 A" Gr, DSA Cr SA (r, BA (1,9). — 


òrt o] 
U Sela, SA (zx, JA (r) A Cr,) 


将 (6-4-14) 式 关于 rk AKKE AAA. Aaa 185 23 0,44 


(6-4-16) 


; TELO 
^&A^(r))üm(r,)óm(xr,) — 
[o] 


M 8$ Gr Dx Gr; òn Gr) (6-4-17) 


根据 由 (6-4-3) 式 ,(6-4-17) 式 也 可 用 位 形 空 间 中 的 变量 来 表达 .类 
似 地 ,可 由 相 空 间 中 的 正则 Ward 恒等式 推导 出 其 他 新 的 关系 式 . 


$65 量子 色 动 力学 中 的 应 用 


色 动 力学 SU (3) 规 范 不 变 Lagrange & 
1 


L =— FEF, + 4[*(,—igBIT") — mm] (6-5-1) 


式 中 

F,, = 3,B; — 3 Bi + gf B;B; (6-5-2) 
这 里 I” 为 SU(3) 的 生成 元 ,T= 二 X/2(a= 二 1,2,…，,8), 其 中 A 为 
Gell-Mann 98 E; JLA SU (3) 的 结构 常数 ;yy 和 BL 的 正则 动量 
分 别 为 


==— FT (6-5-3) 
系统 的 正则 Hamilton Æ 
H. = |d'zar. = |dzcz +r + r B e) lm 
]d'a IE yum — Bits — ignT*4) + 
LESE) n Farra J) 一 y QuOTY 
220 


— ign! Y T* Bi — ima | (6-5-4) 
Am 
D, = 9523, H g fs. D, (6-5-5) - 
从 方程 (6-5-3) 式 得 初级 约束 . 其 初级 约束 为 
0, — xz — ip 220, 0, — zx 220, Ay, = x2 220 (6-5-6) 
总 Hamilton 量 


Hr = |dizC2¢ + AO, 十 20 十 NA) (6-5-7) 


由 6G 二 1,2) 的 稳定 性 条 件 (0;,Hr}) 守 0, 可 得 出 决定 Lagrange 3€ 
Y (i 二 1,2) 的 方程 . 由 约束 ALI] EER 02H 1) 020.77" E 
次 级 约束 . 其 次 级 约束 为 


$ = Dars, —-ignl'z0 (6-5-8) 
不 再 给 出 任何 新 的 约束 . 对 约束 做 线性 组 合 : 
As, 一 册 十 igr7" CO d + 40.) 六 0 (6-5-9) 


不 难 验证 ,约束 4 和 4 为 第 一 类 约束 ,而 和 和 4 为 第 二 类 约束 . 
采用 Faddeev-Senjanovic 路 径 积 分 量子 化 方案 . 对 每 一 个 第 
一 类 约束 需 选 择 一 个 规范 条 件 . 考 虑 到 库仑 规 邯 


(2 = 3; Bia 0 (6-5-10) 
由 0 AAE I Ma0, nf EA 8 03 PR — T1 XL GAS FE. BI 
(2 = Jm; + M” B} a~ CQ (6-5-11a) 
Ap 
M“ = 3I; — gf Bo! (6-5-11b) 


因子 det| {8 C1) 0y) Eii T 35 AE E , n] MA E R A 6-3-22) 
中 略 去 ,而 

det| (A,,Q,) | = det| MaS (x — y) | (6-5-12) 
因此 ,依据 (6-3-24)、(6-3-25) 式 ,Green A CEA] ^E R 17. BR n] DA 5S 
为 
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Z (J^ ,K,,S,K, UK, ,CLM,X,Y = 
|gB; Exp DY Dr DE cn DC DC Dy Dw tv - 


expli d'a rn 十 .Be 4- Kent + Ep 4- nK + jE+ 


K z + PC, + CE + Miu Xe t+ Ym]) 《6-5-13) 


式 中 
CT — CP -LEgg, 十 Lah (6-5-14a) 
Sm pri pn t r bi — X. (6-5-14b) 
C, =A + oE + v0, (6-5-14c) 
L a =C, MYC, =— 3! C, D$C, (6-5-14d) 


其 中 pos RI v; NETA. 23 fij ER 95. (6-5- 130 aX nf i5 A 
Z[J,K] = [ew Cz, exp li [acc 十 JJ 如 十 天 rr) 


(6-5-15) 
式 中 :多 代表 场 变 量 ,内 = (B, CS, um v) n, 为 相应 的 正则 
动量 on, Oonan); J, 和 KK“ 分 别 为 相应 于 凡 和 的 外 源 . 
这 里 不 去 人 研究 生成 泛 函 (6-5-13) 式 是 否 可 通过 对 动量 积分 得 
到 简化 ,而 是 直接 讨论 在 正则 变量 变换 下 生成 泛 孙 的 变换 性 质 . 现 
考虑 正则 变量 的 定 域 无 穷 小 变换 ， 
Bs (x) = B(x) + DiC) 
nE (Tt) = A(T) gf on (re x) 
d G) = GG) + igT"9(x)e (x) 
c (r)-—mr(r)- —ign(x)I't'(x) 
(x) = $x) — igp Go) T'e Go) 
m (x) = n(x) + igr(r)T'e' (zr) 
并 将 (6-5-16) 式 变换 的 Jacobian 行列 式 记 为 JLg,r,e]j. (6-5- 14b) 
式 中 的 £P 在 (6-5-16) 式 变换 下 是 不 变 的 ,而 
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(6-5-16) 


SC M"C,) — E; (C,C)3 (x) 十 


EX(C,89,C, Boe (x) (6-5-17a) 

60, = 0 (6-5-17b) 

60, = igz T'e (x) = Op (x) (6-5-17c) 

6A, = gf hme (xr)- Aa E) (6-5-17d) 
9A, = Ajo (mT )9.e xr) 十 

Ax (GB; , m d e Cx) (6-5-17e) 


92 = (055 V?3,e& (x) + QnCBOV *eG) 十 
(25? (B,)8 3 Cr) 十 Qm (CT ,91:Bo,B,)9.e (x) 十 


(1 (2,10 ,2,B,,B,, V! Be (x) (6-5-170) 
602 = (5, Ve Gc) + 05C(B)03;e€ G) 十 
(2: (3,B,)e^ (x) (6-5-17g) 
让 
E, =E — 9E; (6-5-18) 


F, =v + ihia + Ara — 3i Ata) — 9, VIC -- 
VECE) + 3,3, K — IR) + ati + 


V lE) — 3 N) 十 e Q2 (6-5-19) 
生成 泛 函 (6-5-15) 式 在 (6-5-16) 式 变换 下 的 不 变性 表明 
oZ 
Be G2 | = 0 (6-5-20a) 
于 是 有 
| 9 JLE TE] fmt , Z[,K] + LA Dr, E, + F, 一 


3 JE + gfaB JE + gfanrtKe + igeT*g 一 
ignT’K — igdT'6 + igKT" n ]- 


exp (i [ata [Lu + JF + K | | — 0 (6-5-20b) 
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| EM 


g / 4 K? 


+ E, c^ F,-—9 JE + gfi Han 


Ò E 
rus b "b 


b 
| &€ —0 


: a 
igeT" > + igKT ze se |ZU. K]=0 (6-5-21) 
这 里 E, dk T 0435 C act F, 依赖 于 乘 子 场 . 
和 通常 一 样 ,让 ZLJ7,K = 一 exp (iWI[LJ ,Kj]). 8 5 Ti £8 ERZ 
饮 的 定义 ,可 以 通过 江阴 Legendre 变换 得 到 ， 
rig, n] = WIJ, RT — [de Ld + K*m,) (6-5-22) 


SW 
BJ. Ga) $00 FG G DU — Jalar) 
(6-5-23) 
—W = mr). v——— —— K*(x) 
OóK^r) ^ i pa 
这 时 (6-5-21) 式 也 可 以 写 为 
6 J[$,z.€] oT 
| óc" n Ur COME 
ST r . "JA 
ES ie B, < B. — gf Ta a 7 — ig ST 十 1g Tx 十 
igo" èl ig rT? — òr - = 0 (6-5-24) 
9 d Òx 


对 方程 (6-5-24) 式 关于 pelr) FU pi G0 SR IZ BR C A o H LE Hr 35 
为 0C& $8 3e 33 2, BI 4^ — 2, —0, nf 48 
ol 
dn BD Cs dD, (Xs SBE (a) 


dt 


oT 


g T),48 Go — x) 一 一 
ò d'iCr4)0dr Cr ) 


$f =a -—0 
òT 


gT’ ),8 Cu — Z4) ~ 
0 pT) Opi Gr; ) 


(6-5-25) 


$ =r 一 0 
对 方程 (6-5-24) 式 关于 Be (xs) 和 B3 Ge OK LZ PR f A o ib $^ — 
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yi "Ja 
^56B'(x,)8BZ (x, JABE Gr) 


f'—x 一 0 
ST 

8B: (r,98BL Cr) 
ŠT 

9B, (zB x1) | e. -0 

(6-5-25)、(6-5-26) 式 表明 了 传播 子 和 正规 顶 角 间 存 在 的 关系 . 通 

过 Fourier 变换 把 方程 (6-5-25)、(6-5-26) 式 转移 到 动量 表象 ,可 

得 到 传播 子 和 正规 顶 角 在 动量 空间 中 的 相应 关系 式 . 

对 (6-5-24) 式 关于 r Cx; AI iG SK IZ. BR iC o JFE pa 0, — 

0, n [8 | 


g f 40x, m Xz) 


$ 一 = 0 


BSu lE — x4) (6-5-26) 


» ST 
E UHELLA 27,)6Bf (x4) 


i ST 
gio Gr, T) SET) 


ST 
On (Ta Ons 71) | p. =0 
相 空 间 中 的 传播 子 在 文献 L14」 中 有 讨论 .方程 (6-5-277 式 表明 了 
关于 zt 的 传播 子 应 当 满 足 的 关系 . 类 似 地 ,对 方程 46-5-24) 式 天 于 
场 变 量 求 多 次 泛 函 微 商 , 可 得 到 正规 顶 角 在 相 空 间 中 的 多 种 形式 
的 正则 Ward 恒等式 . 
在 (6-5-16) 式 变换 下 ,没有 考虑 鬼 场 C,(z) 和 C(xz) 的 变化 . 
若 规 范 场 和 和 鬼 场 的 变换 都 考虑 ,就 可 以 得 到 更 一 般 的 规范 场 - 鬼 场 
的 正规 项 角 . 
为 了 下 面 的 应 用 , 先 列 出 由 Fermi 场 gy(z) 构 成 的 SUC B 
流 、 轴 矢 流 、 标量 流 和 性 标量 流 , 即 
V(x) = pT TG) Ax) = $GOY LT") 
S'(x) = VGOT*g(x) ,P* Go) = ily T 6) | 


=r =0 


$ =r =0 


g fi, x, — T3) (6-5-27) 


(6-5-28) 
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分 别 对 上 述 流 引 进 外 源 viGo Lal Go s; GL ps(x), 可 得 到 扩展 
HJ ^E I, 127 PR , PR 
ZLJ,K ,v,a,s,.p] = 


[Zp rexp | i[d'z ss + JE + K?z, 十 
v^V* 十 a^ At 4- s,S* 十 p,P*]| (6-5-29) 
在 手 征 变 换 
J/ G) = (Qc eG. T$) 
zx (x) = r(x) — ie G)Y,T*) 


Yi 一 . (6-5-30) 
P Gr) — pir) G d ie (xX) I") 
w (x) = 1 ~ie (ral) T" 
下 ,正则 作用 量 的 改变 
óI* = |a'z & (x) (IAS 一 2mP* — g f, ALB) 
(6-5-31) 


(6-5-30) 式 变换 下 的 Jacobian 行列 式 为 1. 由 于 
60, = — ie (x)0,Y. T^ 
生成 泛 函 (6-5-29) 式 在 (5-4-31) 式 变换 下 的 不 变性 表明 
|f. (3A! — 2mP* — g fi ALB" — ivb, YT" +. 
i£Y.T^9 一 ixY,T^K + ipY,T^€ — iKY,T* n + ^ fi A 十 
aL fi V" — sdi P 十 p'di,8 ) - exp (ijd Cor 十 J 十 
K'a, + vs + atAz + s,S* + p,P*)) — 0 (6-5-32) 
tAE KIRA OCH 06220) , Wil 
(0|[2^ A2 x) — 2m P^ (xr) 一 
gf? AG) B"(G)]]0) = 0 (6-5-33) 
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这 就 是 轴 矢 流 部 分 守恒 (PCAC) 的 表达 式 , 对 方程 (6-5-32) 式 关于 
QUOD fI vi(z) 求 微 商 ,并 让 所 有 外 源 为 0, 可 得 


(OIT [ (3^ A* (x) — 2m P ^ (x) — 
gf Aix) B") VHGOVíGO ]|o = 
iG — [OTT ADV io] o] 


i9 (c — ;)Lf2«(0|T[ A1G2V2620]|0] (6-5-34) 


(6-5-34) 式 为 AVV 顶 角 的 轴 矢 Ward 恒等式 . 当 (6-5-33)、(6-5- 
34) 式 中 有 友 =0 时 ,其 结果 在 文献 L2] 中 已 给 出 . 在 文献 L2] 中 所 用 
的 Lagrange 量 虽 不 是 规范 不 变 的 ,但 是 奇异 的 .在 相 空 间 存 在 一 
些 固 有 约束 . 在 文献 [2 中 ,作者 在 推导 Ward 恒等式 时 ,没有 计 人 
约束 ,这 里 从 为 一 个 角度 作 了 补充 讨论 . 
众所周知 ,在 杨 -Mills 理论 的 BRS 变换 其 中 关于 鬼 场 的 变换 
是 非 线性 的 .这 里 将 找 出 一 个 非 定 域 线性 变换 ,在 此 变换 下 使 系统 
的 双 (z) 十 双 sCz) 不 变 , 从 而 可 推导 出 正规 顶 角 的 新 的 Ward fü 
ERA. 
显然 ,在 
C" = C + ig (Taea) 
AZ = A, + D2e"(z) l 
变换 下 ,DsC 的 变更 为 
4 C. = DC + ig Ta G)D,C' (6-5-36) 
因此 ,如 果 进 一 步 考虑 C” 按 
IC! = 9^C* — iga"C' C(T*),e" (x) (6-5-37) 
变换 ,那么 2"C"D$,C" 在 (6-3-35)、(6-3-37) 式 变换 下 是 不 变 的 ,也 
就 是 说 , 纪 (z) 十 笃 s(Gz) 在 下 列 非 定 域 变 换 下 保持 不 变 , 即 
C" (zr) =C (x) + ig Te CCZ)IC (c) (6-5-38a) 


(6-5-35) 


"P 


?OUEROOONSGNRLG Er hr HR diea: eo rem RR HR e Cogo edd ni e High he m o oor aN L4 EF Rd e o o9 


C" (x) =C (xr) — igC (x) (TF), x) 十 


£9, [C T4,2^6 G0) ] (6-5-38b) 
A? (x) — Azo) + De" x) (6-5-38c) 
式 中 口 二 9“9,. (6-5-38b) XX X. n] 8 Jy 
C" (x) =C Cx) — igC* (x) (T^), (x) 十 
g|d'yAolz,y)9 [OT ay] (6-5-39) 
其 中 
[LAuCzyy) = 1 (x — y) (6-5-40) 
RJ L , (6-5-38) XX B 2E BR y £x TE HE SE JURE A. 
3 275 RS (6-5-38) 348 DE TR Z [8] AE EE B 2E : 
Gr) = (Ge) + ige' GT" 9) 
r (x) = rlr) —igz(r)e'(x)1" 
p' Gr) = (x) — igd(ax)e rT’ 
m (x)-—mr(x)--ige&(x)r(x)T* 
AU = AG) + DneG) 
m x) = mG)--gfiünxt'e" o) 
C" (x) = C*G) + ig(T^)u6 GC Go) 
C" (x) = C*G) — ig (X) (Tug Gr) 十 


(6-5-41) 


i3, [C GO (79,376 () ] 

f£ (6-5-4D XL AE RF, Z Cx) d- a. Go JE IE B9 Lili 57, XE (6-5- 
41) 式 变换 下 的 变更 为 

SS2 = Fel) (6-5-42) 
Am 

F, 一 pp + A, + EAS — I EAL) — 9,91 (o2) 十 
ViR) 十 9 ,9 , (et (217 ) — 3; CoM) 十 «e {2 
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V *(e5f25,) — 3, ($02) 十 wi) (6-5-43) 
其 中 0 AL. (75$ 23 2 1E Bl] 28 Ete HC c o BC. S ^E CR P 
人 恒等式 为 


iF, + igêT" — igST" ò 


à 

3 — IgK T" SK T T 
KT © — i3 Je + g feJ D. 

iA T SK EJ ota Jg 


; ou 8 
gf. Rh xv òK: + igt, (T^ Ja ^g — I1ge, (TD ) 6 at, 十 


igar| 3.5, b) TOL ge ]]zU.K1—0 (6-5-44) 
ib ZLJ,K ]-exp GW[J.K D.3F Mri £8 Legendre 变换 
D[$,z] = W[J.K] — [azos Km) — (6-5-45) 


于 是 (6-5-44) 式 可 化 为 
| òr òr OnQ9PD a or 
V, E sg. V 十 igrT” + ig? z7 igzl" »z 十 
òy Sx Sy 
... 8r "JA , 9D aT 
LES 一 gf. MEC g^, Sn gC (T a s+ 
igC" (T^), S n — iga” a. S 5 (TuT |= 0 (6-5-46) 
对 (6-5-46) 式 关于 B, Cx fll Bil E B8 A 3E LEER 3 a dh 
乘 子 场 ) 为 0, 可 得 
3: Sro] 

“ I BLG)6B;, SBi Ca) — 
òro] 
56B'(a)8Bh (x.) 
对 (6-5-46) 式 关于 C C RI C GRE, 并 让 所 有 场 为 0， 

可 得 


(7 ).50(CZzi mm x.) 


igf? (x — x) (6-5-47) 


Sro] 
8C (x,)8C^ (m) c 
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Sro] | 
aC? (x, JÒC Cx.) 
ge 7100) + 

^i 6C7 (rs)6C° (7,28BZ (4) 


. SrO — lin. i B 
9 al Be CC = | CTO dx zs) |= 0 (6-5-48) 


(T) 46r — x3) 


这 样 由 正则 Ward 恒等式 导出 了 项 角 间 的 关系 式 , 其 显著 优点 在 
于 不 必要 作出 相 空 间 路 径 积 分 中 关于 动量 的 积分 . (6-5-48) 式 是 
规范 场 - 鬼 场 正 规 借 角 的 Ward 恒等式 的 新 形式 , 它 有 别 于 由 BRS 
不 变性 导出 的 通常 的 Ward-Takahashi 恒等式 . 此 外 ,为 了 导出 
(6-5-48) 式 ,这 里 仅 要 求 27? 和 人 ww 在 非 定 域 (6-5-41) 式 变换 下 不 
A ,而 到 .可 以 是 变更 的 ,这 也 与 通常 要 求 的 Sue BRS 变换 下 不 
变 不 同 . 


$6-6 广义 正则 Ward 恒等式 


在 动力 系统 的 路 径 积 分 ( 谤 图 积 分 ) 量 子 理 论 中 ,从 Green FR 
JC] AE UU PR F iB EIE B Feynman 规则 和 Ward 恒等式 ,通常 是 
用 位 形 空 间 中 的 Lagrange 量 ( 或 有 效 Lagrange 量 ) 来 表述 的 , 它 
仅 适 用 于 相 空 间 中 生成 泛 函 对 正则 动量 的 路 径 积 分 为 Gauss 型 
的 情况 . 当 对 动量 的 路 径 积 分 不 能 积 出 或 积分 十 分 困难 (特别 是 约 
X Hamilton 系统 ) 时 , 定 域 变换 下 的 相 空 间 Ward 恒等式 有 重要 
意义 “3 本 节 不 仅 研 究 了 相 空 间 Ward 人 恒等式 的 推广 ,还 研究 
T $ 55$i&fj Lagrange 量 添加 一 个 四 维 散 度 项 后 ,其 系统 的 量子 
Green 随 数 的 变化 ,同时 讨论 了 相应 的 Feynman 规则 . 

一 个 用 奇异 Lagrange E £7/(9*,95,0(95,—39*/2a x" ) 描 述 的 
系统 ,在 相 空 间 中 存在 固有 约束 ,为 约束 Hamilton 系统 . 设 A220 
(&- 1,2, ,K 08 BEES SS — 28 29 38 50,2206 — 1.2 1,2 858 
二 类 约束 ;与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 为 Qi 之 0(k 二 1,2,…， 
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K). 对 正则 变量 均 引 入 外 源 , 则 相 空 间 中 Green PRECII] AE WIZ PR 
Z[J,K,L,M,N] = 


[Do 2n, GA EC p, CC D», - 
exp [i I + |d'z ug? + Kon + LA + 
MC + CM, + Nep, + p.N* || (6-6-1a) 
式 中 
了 = fdat == 
[a'z[n,&* — 26. A + AA + AA, + 
Jd'y[ C, G0 LA GO OY Cy) 十 


FCi(z) (6,60 6,0 1G) Il (6-6-1b) 
而 Am = CA sAr A0 JE T3 p. 和 p. AA C^ $8 C" 的 正则 动量 ， 
为 简化 记号 , 令 
: p= (9* A C^ C?) 
T= Gp. pa) 
J— GS L”,Ma, Ma) 
K=(K°, N°, N°) 
[5 P 
T (6-6-1) Ai 5S 
Z[J,K ] 2e" £1 = 


E Dr expli r n |d'z s n Kx) | 上 (6-6-2D 


对 于 非 奇异 (正规 )Lagrange & A St , La = n p — € .. 
B FO, IElJAE EHI A EE. ZARI 


Ze J,K] = [DDF ($n) , 
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exp i| I" 十 jazu + Kr) |} (6-6-3) 


在 J=K=0 M, 3 FIG, 928 1807. (6-6-3) 式 在 下 列 变量 
的 变换 

Cr) — P (x) = $0 + 09) 一 内) + Slr) 

TTX) > m (x) = rlr) + nx) = n) + enl 

(6-6-4) 

下 是 不 变 的 . 式 中 :S。 和 7 为 线性 微分 算 符 ;Ee (x)(o==1,2,*…,r) 
为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 及 其 微 商 在 四 维 时 空 区 域 的 边界 上 为 0. 
在 (6-6-4) 式 变换 下 ,7? 的 变 分 为 


3I 一 je E aj 十 A n n GD | (6-6-5a) 


式 中 
SI? . òH ôP . òH 
9 | ^ ag’ SA — Sx (6-6-5b) 
假设 (6-6-4) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 根据 e (x) 的 边 寞 条 件 ， 
泛 函 积分 (6-6-3) 式 在 (6-6-4) 式 变换 下 不 变 , 就 得 相 空 间 中 广义 正 
OI? 


则 Ward E&R, B 
E az] T. i HS, FS HiT F E 


iS.CFJ) + if,(FK)] Z[J,K]=0 (6-6-6) 


] 8$ 


AP S, MTAMA S. d T. KERR R. 4 F—18,.6-6-6) 
式 为 相 空 间 中 的 正则 Ward 恒等式. mR F—$n04€D-- 
gz) ,考虑 正则 变量 的 平移 变换 ,由 (6-6-67 式 可 导出 场 的 Green 
函数 之 间 的 关系 . 设 F($8,zt) 在 (6-5-4) 式 变换 下 不 变 , 则 相 空 间 中 
广义 正则 Ward 恒等式 为 


sr err) sn 
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T (FK)] ,Zr[J,K]= 0 (6-6-7) 
Hrg 
] Ë 
15K 
现 考 虑 增 广 相 空间 中 一 般 形 式 的 无 穷 小 定 域 变 换 : 
xy" = x" + Ar" = réel Ree) 
$ (r) = 40) + Aplr) = plr) + Se") (6-6-8) 
nlr) = nlx) + Arr) = n(xr)- Te’ (x) 
式 中 :ez)(c 一 1,2,……r) 为 无 穷 小 任意 函数 ;e"(Cz) 及 其 所 需 的 各 
级 微 商 的 值 在 时 空 区 域 边 界 上 为 ORES 和 TT, 为 线性 微分 算 符 ， 
H 
KR; — APO 9 ay . 5, 一 B7? 
T, = CP Bkm) i (6-6-9) 
y (n) = wu, dn = 93,9,7:8,0, 
~ 


RP A,B,C 均 为 z.$.x 的 函数 ,并 将 (6-6-8) 式 变换 的 Jacobi £7 
列 式 记 为 J[$,x,e]. 泛 函 积 分 (6-6-3) 式 在 (6-6-8) 式 变换 下 的 不 变 
性 表明 


òlr = 0 (6-6-10) 


OE (x) | eco 
将 (6-6-8) 式 代 人 (6-6-3) 式 ,准确 到 一 级 小 量 , 并 注意 到 (6-3- 
19) 式 ,对 相关 的 项 做 分 部 积分 ,利用 站 (z) 的 边界 条 件 , 可 得 相 空 
间 中 的 广义 正则 Ward fi 455079, pp 
prt M sal tT E) Rel ma Sel H 
S7 | 
Sx 


Fg R$ Bp) t TEF 
x r „F $e + iB EJ) — iR EJ) + iT FK) — 


Rr FK) | " 


E — v- 


Zr J, K] = 0 (6-6-11) 


Se ge: 
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式 中 
Re 7. 分 别 为 RE SeT. 的 伴随 算 符 .在 导出 (6-6-11) 式 时 
使 用 了 J[$,x,0j] 二 1 的 条 件 . 
回 到 (6-6-2) 式 利用 泛 阴 Legendre AE f , 91 A M fü ^E W 12 PR 
Dl'$.x].8 
Dl'($.x] -WIJ,K] — 


(6-6-12) 


[dz GOGO +- K (x)z(x) | (6-6-13a) 
| èW | èL 

$Cr) JG JG) — TES (6-6-13b) 
6W eT 

zr) = SK CL) K (x) Sna) (6-6-13c) 


1 (6-6-2) 3X a m I) 38 LS T EC) CaS 3 E 7T ,有 
Jaco "n(a) $) — 2E GO + JDP) + K Gon (o) ]- 


Jd'z Cr GO Ga — SEG) + J GS GO + K GXmG) 十 


fasz IRS JG) |E) — &Go1) + 


3l 
Ee + K (æ) |[x(z) — mx) ]4- 


G^ IP 
BE zd*y BOR TU — 4x). 


[$C(y) 一 áo) ]2- (6-6-14) 
TIBET REHN GD ms COMER 


十 J(z) 一 +K(z)=0 (6-6-15) 


BG OEC ) 
由 (6-6-13a)、(6-6-14) 式 可 得 ,在 树 图 近似 下 顶 角 的 生成 泛 孙 等 于 
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正则 作用 量 , 即 Dos] PP [sooo ]. 从 而 ,不 必要 作出 相 空 间 生 
成 泛 函 对 正则 动量 的 路 径 积 分 ,就 可 求 出 树 图 近似 下 的 各 次 硕 角 ， 
并 导出 相应 的 Feynman 规则 . 

众所周知 ,对 系统 的 Lagrange 量 添 加 一 个 四 维 散 度 项 ,不 会 
改变 系统 的 经 典 运 动 方程 . 在 量子 水 平 上 对 系统 是 否 有 影响 ,近来 
从 高 阶 微 商 理论 角度 作 了 探讨 ?1 这 里 讨论 当场 论 的 Lagrange 
量 添加 一 个 四 维 散 度 项 后 , 仍 为 一 阶 微 商 的 情形 . 考虑 


a) =— paf + mgl) — 
À ; P 
nY — a, 9r*g (6-6-16) 
式 中 a HER, H ww 一 (1,0,0,0).pCz) 的 正则 动量 为 xCz), 且 
T(Z) = = g (x) — g(x) (6-6-17) 
g(r) 
IE N) Hamilton 量 密度 


eC. Cr) — rx) eG) 一 LX) = 


jT G) n i Vea) Vea) 十 jm 十 De!) 十 


(Gyr) 十 Zg + aa p r)9 9) (6-6-18) 
正则 作用 量 
I" = jd'z ro) p(x) — eC. ]— 


jean — VE. Ve— Gi! 4- 109'*(x) 1— 


Apa) — a, )2 92) | (6-6-19) 


W PS 3r EL F A R E N A A 
e i 6? [P O 
09x )09X y) $—a2-—0 iu Ó9(x)09€ y) p=r=0 i 
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GT óz(z) 


0 | OX (w) 
Om (w)!óàz(z) óg(x) 


ò y) p—m-—0 


[aaa 


du - 
óg(r)09Cy) | Lo 
— [3* + 4,8, t Gn! 十 1)jSGz — y) (6-6-20) 
可 见 ,其 结果 与 通常 9' 场 论 不 同 , 因 而 场 的 传播 子 发 生变 化 . 不 难 
验证 ,添加 上 述 四 维 散 度 项 后 ,最 低 次 (四 次 ) 顶 角 不 变 . 


$6-7 FERTH 


E CE 3577 $1 -Mills 场 .量子 理论 中 研究 过 非 定 域 变 
换 . 在 非 Abel 规范 理论 中 ,讨论 正规 顶 角 所 满足 的 某 些 关系 ,只 需 
考虑 变换 保持 原始 Lagrange 量 和 和 鬼 场 Lagrange 量 不 变 就 够 
了 .文献 [30] 是 用 位 形 空 间 中 生成 泛 函 来 表述 的 , 它 只 适用 于 
相 空 间 路 径 积 分 对 动量 可 积 的 情况 ,这 里 讨论 一 般 情形 . 从 相 空 间 
中 Green 图 数 的 生成 泛 郴 出 发 ,考虑 增 广 相 空 间 中 一 般 的 非 定 域 
变换 ,导出 相应 的 正则 形式 的 Ward 恒等式 . 用 于 非 Abel 规范 理 
论 , 不 必要 作出 生成 泛 函 中 对 动量 的 路 径 积分 , 即 可 得 到 正规 顶 角 
间 的 某 些 关 系 式 . 
-Hh Lagrange 量 Z (olr), 9, (x) HR, H 0,—2/22^, 
xc (tx), 平 坦 时 空 度 规 e2,—diag(1 一 1 一 1 — D. 场 的 正则 动 


量 和 正则 Hamilton 量 密度 分 别 为 &—23 7/293 2€ .—m$ — v. 
先 考 虑 正规 Lagrange 量 系 统 , 正 则 Hamilton 量 H. = jazer, 是 


独立 正则 变量 g(x) 和 和 x(x) 的 泛 函 .采用 路 径 积 分 量子 化 ,系统 
Green PR 2 B] 4B 25 18] E RZ PR 


Z[J,K] = [2o Dnr exp [ilr n [dze + Ka) | | (6-7-1) 
式 中 
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p 一 des — [dize p — QE.) (6-7-2) 


为 系统 的 正则 作用 量 . xx BORNE IE JU] n RE r ESA TR PEE] PUR ,但 
它 并 不 影响 对 Green 函数 的 计算 ， 


.1 85ZL1K — — 
— PSJCG)8J(x,)--9J D ke， 


G Cz, TEE Did En) 
OIT p(x) Q (xz) 9 (x,) ]|0) (6-7-3) 
25 IE AEN ZPBO-7-1 3X ÆI TH 8] h B IE XE JLAE B8 PE IR, 
其 无 穷 小 变换 为 
p" = qz" + Art = q" + RÉE (x) 
d (x) = glr) + Alr) = 
9r) + Jd*yEG 0 Ae Gr) 
T (x) = alr) + Arr) = 
rC) + |d'iyF yB O) 
AP: Elx, y) A F Go, 30 9 98 E BJ JE3BH A RG RE, As, Be 为 线性 微 
分 算 符 , 且 
R5 一 re dn 9 A, — ai" Qn) , B, -一 OPI uy 
(6-7-5) 


(6-7-4) 


i m 


{E} À (m) (n) 8 
— | mi — Me Here 
rb — rf ay” = aĵ", b = b 


而 r£? La bP RA ron 的 光滑 函数 ;Ee (2001,20) 
H3 2633 ^] EE CX TRE AA, HE iA A H a RR E VO HE IST a DC 31 
界 上 均 为 0. 在 (6-7-4) 式 变换 下 ,正则 作用 量 (6-7-2) 式 的 变 分 


N ONE: O 
SIT? = fa z| 550 十 SG 十 
3 ,[ (x 9— 2E. Ax" ] 十 Dg) | (6-7-6) 
式 中 D=d/dt, H. 
GI? . 6H, òP  ， òH. 
õp — $e" $i ^? B (6-7-7) 
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õp = Ap — qg,, Ax", Om = Am — zx" (6-7-8) 
设 (6-7-4) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 12-6J.[ 9. r,e]. Æ RZ PR 
《6-7-1) 式 在 (6-7-4) 式 变换 下 不 变 , 又 根据 es (x) 的 边界 条 件 , 则 有 


Z[J.K] - [ve £n 1 JL 8J, 十 im 十 i|d'z 8 + Kòn) | . 


exp lif + |dzwe+ Kx) | | (6-7-9) 


生成 泛 函 在 变换 (6-7-4) 式 下 的 不 变性 表明 
6Z 
AE (i) 


将 (6-7-6) 式 代 人 (6-7-9) 式 ,分 部 积分 后 关于 € GOGK Z PR R 3E 
ibJ—K-0,mn [fü 


jose {7 十 fasya, (x) | ECy,z) ge 


= 0 


Spl y TON 


Rt e, Gn ge B20 EIFE B, D| FG ge EG Ecl- 
HERG xc [d*yA, GODUrGO EG ,7) 


exp(l*) = 0 = (6-7-10) 
AP: Jo = — 10/0 (7) eo 2os Ås B, R? 分 别 为 As Bo, Ri 的 
ERRU. 对 区 域 台 上 的 任意 光滑 函数 g 和 伴随 算 符 4。 A. 


适合 


| gafan = | fagdn + [ha (6-7-11) 
式 中 [。 jn 为 表面 项 . 与 (6-7-10) 式 相应 的 Green 函数 适合 
OT J2 4- [d'y E [E So + DGE) |+ B| F FOL = 
Ril p, Sp ETa ge Oe arip — 0 (6-7-12) 
式 中 :7 ”代表 一 种 特定 的 编 时 乘积 ;|0)? 代 表 场 的 真空 态 
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当 (6-7-4) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 不 依赖 于 场 量 时 ,将 (6-7- 
6) 式 代 人 (6-7-9) 式 ,分 部 积分 后 关于 e GOGK IZ ES CE» PI 13 


| ja» | X.| E| as 十 J| + DGE) |+ B. F| A 十 K| |}- 


Rilo Eaa +K] -tà ZUK] = 0 
=K 
(6-7-13) 
(6-7-13) 式 为 非 定 域 变换 下 ,系统 Green PS $ E JL L7. PP E RY E 
则 形式 的 Ward 恒等式 . 将 (6-7-13) 式 关于 外 源 j EKR Z RA 
商 ,并 让 外 源 J — K-—0,. Bl nr 18 8| Green eR 2X [B] B5) dE s 2€ AR XL. 这 
BLA d EDU YET RS D E UBL AE CUR IR AH 7] CI RRT. 
对 于 用 奇异 Lagrange E £/ (4,9, 18 XB HJ R At H 3 I8] UH 
存在 固有 约束 . 设 系统 的 第 一 类 约束 A m)mRO0Q 0102,77, 
KN POZAR 0,09 22520€5— 1,2, ,J1); 与 第 一 类 约束 相应 
的 规范 条 件 ,(9,22520(8 — 1,2, , K). T€ Faddeev-Senjanovic 
路 径 积 分 量子 化 方案 ,该 约束 Hamilton 系统 Green 图 数 的 相 空间 
E BLUE BS AX 
Z[J,K] = ez. TECO) 8A) 300,) det| (A42) | 


ETT! 


(det | {0;,0,) | ] "exp life n jaog + K*z,) | 


(6-7-14) 
利用 -AAM Grassmann 变量 C GO C GOBI BUYER 
det | (UM, Cx) ,NICy2] | — 
[ZC Bclz) * exp [i[a*zd*yC, Go e 
UM, Cr, N: Cy) C632 ] (6-7-15) 


(6-7-14) 式 可 化 为 
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Z[J,K] - | Zn, A, DC £C - 


exp [i[ 1s arug + Kn) (6-7-16) 
式 中 


Tet = |d'asen 一 d'a FHL mH La) (6-7-17) 
L n — 0; T AA, 十 Ail; , An — (A; s Ar Y» (6-7-18) 


SL ih =|d'y| C 0n (A, (zx) QC) Ci Cy) 十 
] C | 
y (G0 0,6 48,0010, 00 | (6-7-19) 


设 记 p= (P, ÀmC C) A= (Ta) sd = Ja) K5 (K") ,于 是 (6- 
7-16) 式 可 写 为 


ZUJ,K] =| Zp m - 


exp[i[ It, + [dzio + Kr) |} (6-7-20) 


通过 与 正规 Lagrange 量 系 统 类 似 的 讨论 ,可 得 奇异 Lagrange E 
系统 相应 的 非 定 域 正则 Ward 恒等式 ,这 时 只 需 将 (6-7-13) 中 的 
PRA I 就 是 了 . 

下 面 讨论 非 定 域 正则 Ward 恒等式 在 非 Abel-Chern-Simons 
理论 中 的 应 用 

近来 研究 了 (1 十 2) 维 时 空 Abel Chern-Simons 规范 理论 中 呈 
现 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 -2 2 ,这 在 解释 量子 Hall 效应 乃至 
高 温 超 导 现 象 中 有 重要 意义 . 非 Abel Chern-Simons 项 与 物质 
场 耦合 ,也 可 改变 系统 的 自 旋 统计 性 质 -#5. 这 里 ,讨论 非 定 域 正 
则 Ward 恒等式 在 (1 十 2) 维 带 Maxwell 项 的 非 Abel Chern- 
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Simons 物 质 场 论 中 的 应 用 . 系统 的 Lagrange E R R 
o dpa pee 4 ke "nl 


n (9 ,ALA; 十 


3 Fi ALALA; + ijY"D, — mj (6-7-21) 


A PD, A BE f Eg i9 — T^, HP T^ 为 规范 群 (如 SU G0 Xo 
的 生成 元 ;f& 为 规范 群 的 结构 常数 ， 

Fo = 9,A; — 9,A, t f& ALAL (6-7-22) 
理论 的 规范 不 变性 要 求 参 数 e — n/2n On ON SECO DS. 场 ALGO 5 
FermiJj 9 Cx) fll 9 Ca & 1E HE à zJ] E 4) 81 y 


a = DZ = gue | Ker "As (6-7-23) 

3 A^ 
p = d = ig (6-7-24) 

3 d 

L 
“ 一 dud = 0 (6-7-25) 

2 gi 

在 相 空 间 中 ,系统 存在 的 约束 分 别 为 
A 一 re sz0 | (6-7-26) 
F —p* — wl a0 (6-7-27) 
Q =p a0 (6-7-28) 
A = fif p + p^) + ain 一 

fe Ata 十 rea, As (6-7-29) 


式 中 :Af 和 A 2958 —28 9948 ,0* 48 0* 为 第 二 类 约束 ， 

Ht Faddeev-Senjanovic 对 约束 Hamilton 系 统 的 量子 化 方案 
方法 ,对 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 一 个 规范 条 件 . 此 时 规范 条 件 
取 为 

(Qi = Jn“ + VAL — fi Ata A a O (6-7-30) 
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(0 = J'A a~ O (6-7-31) 

不 难 验 证 ,det | (0,0) | 5; 3 EA, nT DA ALIE RZ A P E, M 
det | { AF, } | =det M“ ,其 中 

M* = (6* y? — f: AIS — y) 
理论 的 规范 无 关 性 ,生成 泛 函 中 的 因子 8(a' AD) det M^ 可 以 用 因 
子 (a“42)det MY KREPT, 

Mt = (8*3? — fi AIC — y) (6-7-32) 
于 是 ,系统 Green e& POTE FB 25 [8] "P BJ AE I 1I BR RT 5 2 

Z[J,K,,9, K 3, K,6,6,6,X, Y] = 


EZ Q^ Dy DB DD Dp DO XC DR Zel, gu . 
exp lijder 十 JaAn 十 Kr" 十 7^ J^ 十 
pK” 十 J^ 十 K* p^ 十 CC 十 Cete 十 


SiN 十 Xo, +H Yiu) (6-7-33) 
A P 
eam — Ce 十 L n 十 C uh (6-7-34) 
Qf» = n" A^ -- pp + ep — o. (6-7-35) 
C, =L F RA + ui 
(E = Qu Œ —23"A2) (6-7-36) 
Ln = CMEC? = — 3 CDC (6-7-37) 


和 杨 -Mills 理论 中 类 似 的 讨论 可 考虑 类 似 于 (6-5-41) 式 的 非 
定 域 变换 ,导出 与 (6-5-48) 式 相似 的 关系 式 . 


$68 ”整体 正则 对 称 性 和 Ward 恒等式 


整体 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 在 经 典 理论 中 由 Noether $ — jE 
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律 给 出 . Noether 第 二 定理 或 Noether 和 恒等式 涉及 的 是 系统 的 定 
域 对 称 性 .在 量子 理论 中 Noether 恒等式 对 应 于 Ward 恒等式 . 
Noether 定理 和 Ward 恒等式 通常 均 是 在 位 形 空 间 中 给 出 的 .第 二 
章 和 第 三 章 中 已 建立 了 正则 形式 的 Noether 定理 . Ward 恒等式 在 
量子 场 论 中 占 重要 地 位 ,该 恒等式 已 被 推广 到 超 对 称号 、 超 弦 ” 
等 其 他 理论 中 . 从 路 径 积分 导出 Ward 恒等式 ,通常 是 由 位 形 空间 
中 的 生成 泛 困 出 发 的 , 它 只 适用 于 相 空 间 路 径 积 分 对 正则 动量 可 
积 的 情形 ,此 时 可 将 相 空 间 路 径 积分 化 为 位 形 空间 中 的 路 径 积 分 . 
相 空 间 路 径 积 分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 ,因此 对 系统 在 相 空 
间 中 正则 对 称 性 的 研究 ,就 具有 更 重要 的 意义 . 前面 已 建立 了 相 空 
间 中 定 域 和 非 定 域 变 换 下 正则 形式 的 Ward 恒等式 . 这 里 进一步 
研究 量子 系统 在 相 空间 中 的 整体 对 称 性 质 虽 "2 为 此 ,首先 建 
立 整 体 变换 下 的 正则 Ward 恒等式 . 

设 物理 场 的 运动 由 场 量 g(x) 描述 , 场 的 Lagrange & HE 
L (OP). AZ BIA Lagrange 量 系 统 , 场 的 正则 Hamilton & 


H.= | xor — | dz Q— L) 
是 独立 正则 变量 OM r(z) 的 泛 函 ,其 中 r(z) 一 3221/3Xz) 为 


er) H iE NHH zl d. 采用 路 径 积 分 量子 化 ,其 Green 函数 在 相 
空间 中 的 生成 泛 卫 为 


ZIJ,K|= LZ Dr exp (i| P T [deg + Km |) 


(6-8-1) 
其 中 


P 一 fa's S 一 d'air p — €.) (6-8-2) 


为 系统 的 正则 作用 量 . 这 里 对 正则 动量 75 5| A hE K, FAE IH 
对 Green KAHR WAR. 
i 下 (or) 是 正则 变量 GO x GO BS 6 E IZ IR AE X 
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Zu, J,K]-— LZ Dr FGA) 
exp üLi 十 [d'z 十 Km | | (6-8-3) 

M J=K=0 时 ,(6-8-3) 式 给 出 算 符 FO, n ) 在 场 的 基态 上 的 其 
望 值 .考虑 增 广 相 空 间 中 的 无 穷 小 整体 变换 : 

x" = x" + Ar" = x" + ETP n) 

d(x) = glr) + Agr) = gr) + E lr; pn) (6-8-4) 

XTX) = nlr) + Arlr) = zr) + eG.) 
A t:6Co1,2, ,7) 为 无 穷 小 任意 参数 ;Tr ".E M r A x. 


2oCz) 和 xz) 的 函数 .例如 : 场 的 共 形 变换 和 内 部 对 称 变换 均 属 于 
《6-8-4) 式 的 特殊 情况 .在 (6-8-4) 式 变换 下 ,正则 作用 量 的 变 分 


of? GZ 
_ 4 g pd | g pc | 


3 [ry — Ym] + Dir 一 9,77] (6-8-5) 


其 中 D—d/dt.H 


OfP . 6H, of mE oH, 
$p 789" à 7? Er (6-8-6) 


ix (6-8-4) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. WRZ A Fo, r) E M 
作用 晤 P 在 (6-8-4) 式 变换 下 不 变 , 根 据 路 径 积 分 (6-8-3) 式 在 积 
分 变量 变换 下 的 不 变性 ,可 得 

Z [J,K] = 


[Zp £x Fco, |1 + ie fd'l IE — eur + 
KOY T m, t) 二 3,| (Je 十 Ka)e']]. 。 
exp (i| I 十 |azce+ Km |} = 
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araje neni n 

tHp + Kae)l)east UK) cen 
从 而 路 径 积分 ZJ KIME 

ja 二 


ZEE 


在 C6-8_4) 趟 变换 下 ,如 果 正则 作用 量 2 D 不 变 , 但 FG, 7) fe E B 
的 ,那么 路 径 积 分 (6-8-3) 式 满足 


jaz 仁 E 人 — r9 dut RT - 72, gk) ]^ 
je ns deor eo IM 
ZLé 7 + K aR |l- any EFLI ， 天 | 一 0 (6-8-9) 
i8/ðK 


在 (6-8-D 3 RR F=1, H (6-8-1), (6-8-3), (6-8-9) 2 Tj (8. Green 
KARERE MA Z[J ,KK], 并 满足 


jes(o(e - 7 *9 | + KT —r T ,BR | t 
PE PES +K K! Jhe jy b K]- 0 (6-8-10a) 
对 于 内 部 对 称 变 换 UU—O, n ZLJ,K EA 
je [JOE i "aJ" gx] 


K GT [ is 'i5J" aK] | 
如 果 在 (6-8-4) 式 变换 下 ,正则 作用 量 ?和 下 均 是 变更 的 , 那 
么 泛 函 积分 (6-8-3) 式 满足 关系 式 


jezl aE 9 “天 | 十 本 | 了 一 di (BE |+ 
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3 十 ak | 上 LAS — 0  (6-8-8) 


Z|J,K|]-—0  €6-8-10b) 


i-i ende e 


D — r"'9, EZ [ Gr 9— C)? 17 


E — r^g J+ 


D| z| £ -ean |J “5J 


Ki 7 — “7a, ak) ?4 


à 
K zs |} wwZrL7,K] = 0 (6-8-11) 
SK 


nel 1 9 
wd ag t 


这 里 分 别称 (6-8-8) 一 (6-8-11) 式 为 相 空 间 中 整体 变换 下 的 正则 形 
式 的 Ward 恒等式 ,对 (6-8-10) 式 关于 JNR E KE A i i iE 
所 有 外 源 为 0(J = 天 三 0) ,不必 作出 生成 沁 图 (6-8-1) 式 中 对 动量 
的 路 径 积分 , 即 可 得 Green 函数 间 的 一 些 关系 式 . 

对 于 用 奇异 Lagrange 量 Z (9, 2,9) Tli XE (0 3& £t , TE RH Z [8] h 
存在 固有 约束 . 设 AS200— 1,2, KOUNSB 3823] 0,020 — 
1,2,… ,了 1) 为 第 二 类 约束 ;与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 为 020 
(&k 二 1,2,… ,KK1). 通过 和 3 6-7 中 类 似 的 讨论 ,该 奇异 Lagrange 
量 系统 在 相 空 间 中 的 生成 泛 函 可 简化 为 (6-7-20) 式 的 形式 , 即 


Z|J,K]|— LE Dr exp (i| It 十 |dzwe+ Km) | 


(6-8-12) 
其 中 78 由 (6-7-17) 式 给 出 .通过 上 述 类 似 的 讨论 ,可 得 育 异 La- 
grange 量 系 统 在 相 空 间 中 整体 对 称 的 正则 形式 的 Ward 恒等式 . 
这 只 需 将 (6-8-3)、(6-8-5)、(6-8-7) 式 中 的 I? 换 为 154 就 是 了 . 


$69 量子 守恒 律 


对 称 性 和 和 守恒 律 的 联系 在 经 典 理论 中 通常 由 Noether 定理 给 
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出 . 在 建立 场 论 中 量子 水 平 下 相 空 间 中 的 Noether ŒM ip, Ac 
讨论 正规 Lagrange 量 系统 ,并 假设 系统 具有 整体 变换 (e, 为 参数 ) 
r" = x" +p Ar" = a" + Eet (TP r) 
g Cx) = qG) + Agir) = gr) + && G9) (6-9-1) 
mj (x) = nO) + Arr) = nO) + EN (xr; 9,7) 
下 的 对 称 性 ,其 正则 作用 量 
p= [dze p— 8f.) (6-9-2) 
在 (6-9- D aX IE E FTE, Rorp E A ron RR. KiE 
换 (6-9-1) 式 定 域 化 , 即 把 e; LOS BIS A AS R. 现 考虑 如 下 定 域 
变换 : 
x" = q" 4 Ar“ = xX 十 6 (XT)T "(TXT;9,T) 
d (x) = Kr) + Aplr) = Ar) + eCo) E (119,2) > (6-9-3) 
QJ (x) = n(x) + Anrlxr) = n(x) + Ellr) G;9,2) 
其 中 ss(Cz)(c 王 1,2,……r) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 及 其 所 需 的 各 
阶 偏 微 商 在 四 维 时 空 区 域 的 边界 上 为 0. 在 (6-9-3) 式 变换 下 ,正则 
作用 量 (6-9-2) 式 的 变 分 


òl” | ol" | 
AI" = Já'ze co [Sce 一 Q, t^^) 十 ag — m, t^^) 十 
a, ry foe ]8 D[s CP 一 po] 十 
jdtz{ LG p 260732, GO + 
rC — gt") De, (x)! (6-9-4) 
由 于 假设 正则 作用 量 (6-9-2) 式 在 整体 变换 (6-9-1) 式 下 不 变 , 因 而 


(6-9-4) 式 中 的 第 一 个 积分 为 0. 根据 &,(z) 的 边界 条 件 ,(6-9-4) 式 
又 可 写 为 


AP = |d's( [Gr p 967 ]2,6 GO + A(t pyr’) 
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De,(xr)) —— jd'ze Go) (3 .| Gr Q— e)" | 十 


D| aE — e,r^) hi (6-9-5) 
^ RZ PR 


Z| J,K | - [e C exp{i I 十 


[dee + Kn) | (6-9-6) 
在 (6-9-3) 式 变换 下 的 不 变性 ( 设 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1), 有 
ZU ,天 - e Dr exp [i [d'a p- 2€. + Jp + Kx])- 


1- i| d'ze, Go) (3,[ Gr 9 — B+ 
D[x(& — grt) |— J(& — 9,77) 一 
Kf — n r7) J (6-9-7) 
对 (6-9-7) 式 关于 (r) RK Z PR CE 2E LE J — K —0,18 
| ees (2 (ry Yr + D[r CE — e,7])- 


exp (ijd*zr — ES 0 (6-9-8) 
从 而 
(017T (3,[€7 e— 2€.) ] 十 
D[z( —9,]]0 —0 (6-9-9 
式 中 :|0) 代 表 场 的 基态 ;了 T A — Hh TE E SALIS SE EEUU. C6-9- 
”9) 式 又 可 写 为 | 
3 ,CO0|T[ (cg— Hr Ho + 
D(|T[z(£ —9,7)]]00 —0 (6-9-10) 
在 四 维 时 空中 取 一 柱 体 , 柱 轴 沿 上 轴 方 向 ;下 底 Vs f RE I 的 超 、 
平面 ,上 底 VV; 代表 t=t; 的 超 平面 .在 此 四 维 柱 体 上 对 (6-9-10) 式 


248 


积分 ,并 让 柱 侧 面 趋 于 无 穷 远 . 利用 四 维 Gauss 定理 以 及 柱 侧 面 
” 赵 于 无 穷 时 场 在 其 上 为 0 的 条 件 , 得 


| dz IT[x(£ — pa) — .|0) = const 


(o = 1,2," ,7) (6-9-11) 
这 样 ,就 得 到 了 场 论 中 相 空 间 量 子 情 形 下 的 Noether 定理 :假如 系 
统 的 正则 作用 量 (6-9-2) 式 在 增 广 相 空间 中 (6-9-1) 式 的 变换 下 不 
变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 那么 在 量子 理论 中 该 系统 必 存 在 
守恒 荷 (6-9-11) 式 ,这 个 守恒 量 恰 为 经 典 正则 Noether 定理 “的 
量子 水 平 表 述 . 它 表 明 在 增 广 相 空 间 具 有 整体 对 称 性 的 系统 ,其 
相应 的 守恒 算 符 在 基态 的 期 望 值 为 常数 , 对 无 反常 的 系统 ,此 结论 
成 立 . 从 相 空 间 对 称 性 的 分 析出 发 ,导出 守恒 荷 (6-9-11) 式 的 突出 
优点 在 于 不 必 作 出 相 空 间 生 成 泛 孙 中 对 动量 的 路 径 积 分 . 
用 奇异 Lagrange & LPP) (a— 1,2, t n) d XR BS A ERG 
其 Hess 和 矩阵 是 退化 的 ,过 渡 到 正则 形式 描述 时 ,在 相 空间 中 存在 
固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 设 A4(Y ,Tm) 守 0(& 二 1,2*…， 
Ki1) 为 系统 的 第 一 类 约束 ;90(Y 0 G—1,2, ,了 1) 为 系统 的 第 二 
类 约束 . 又 设 与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 为 Qi(Y ,Xe) 守 0(k 二 
1，,2,…,K1). 对 场 量 q^ 和 它 的 正则 动量 x 分 别 引 入 外 源 Sa A 
K", LAA Lagrange 量 系 统 Green AA E 4H 75 [B] ^E JH 12. PR 7 


Z[J ,K,€,7,9,€, €] — 
[or Dr, A, DC DC Cp, Cp, - 
exp [i| + [daJ 十 天 ro + th nC 
C, + Ep. + BD | (6-9-122) 


式 中 AA ROE ME HM E , H 
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Itu - |d'aln. J^ — A. 十 A0; T AA + A1, + 
[d'y Cc) (Alr), Q Cy) 3C, C32 + 


$3 600 EOG || (6-9- 12b) 


HB An Cr) = (G;GO A GO A Gr20 ;EL 为 场 相应 的 正则 Hamil- 
ton 量 密度 ; p. CI 0. C22 47 3| 25 835; C" CXII C" Ca S 1E JU] aj 
量 ; {。,*} 为 场 的 Poisson 括号 . 为 简化 记号 , 令 p= (ALAS 
CE} ,x 二 Gus pas P0 9 FU H J = (7,87 as Na) ,x 的 外 源 为 
K=(K",¢ C). 这样 (5-9-12a) 可 简写 为 


Z|J,K]-— [ze Cm exp(i| Ite 十 
[dep + Km) || (6-9-13a) 


eff = [d'a 9— e a) (6-9-13b) 


与 上 述 完全 类 似 的 讨论 可 以 得 到 ,如 果 有 效 正 则 作用 量 kg 在 增 广 
相 空 间 中 的 整体 变换 (类 似 于 (6-9-1) 式 那样 ) 下 不 变 , 且 变换 的 
Jacobi 行列 式 为 1, 那么 该 奇异 Lagrange 量 系 统 存 在 相应 的 守恒 
jar , BẸ 


| d?^r(Ol|T|z(£ -一 pr) — e at | 10) = const 
V 


(o = 1,2,-.7) (6-9-14) 
值得 注意 的 是 ,(6-9-14) 式 中 出 现 的 A a 6-9-11) A PA 7. 
是 不 同 的 ,在 内 部 对 称 变换 下 (如 勾 正 变换 ),r” 二 0,(6-9-11)、(6- 
9-14) 式 在 形式 上 才 一 样 . 在 整体 变换 下 保持 系统 有 效 正则 作用 量 
不 变 , 不 仅 需 要 保持 正则 作用 量 不 变 , 而 且 还 需要 保持 约束 不 变 ， 
等 等 , 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 才 能 保证 守恒 荷 (6-9-14) 式 的 
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存在, 这些 都 与 正规 Lagrange 量 系统 不 同 . 从 上 面 得 到 的 结果 还 
可 以 看 到 ,经 典 理论 中 的 对 称 所 联系 的 守恒 量 在 量子 理论 中 不 一 
定 再 保持 ,因为 经 典 的 整体 正则 对 称 变换 保持 了 正则 作用 量 I? 不 
变 , 它 不 一 定 能 保持 量子 化 后 的 有 效 正 则 作用 量 7 不 变 , 且 该 变 
换 的 Jacobi 行列 式 也 不 一 定 为 1. 但 是 ,在 某 些 情况 下 ,经典 正则 
对 称 性 和 它 所 对 应 的 守恒 量 在 量子 理论 中 仍然 是 保持 的 . 例如 :对 
仅 含 第 二 类 约束 0 的 系统 , 当 {0.,0,) 与 场 量 无 关 时 ,在 此 情形 下 可 
将 因子 det|10;,0;) | ME RZ ER FREA, ISAAC GO, 
C(x). Wn dE 3 ES PASEOS FERAE SR PR GT 35 8 BIUEO ,系统 的 正 
则 作用 量 和 约束 条 件 均 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 那么 
由 (6-9-14) 式 可 见 , 经 典 正 则 形式 守恒 量 趾 在 量子 理论 中 仍然 是 
保持 的 (无 反常 情形 ). 


S 6-10 r 介子 与 核子 的 奢 标 耦合 


核子 和 nF N) EmA Lagrange 量 密度 
V (a) =J) GY,9" — md) 一 2 eG)! — FEl) — 


Ega) — igd(Ysr + (zp) (6-10-1) 
式 中 :WCGz) 为 同位 旋 量 , 即 
RES 
o- [^ aon 
Pe d.C) 
g(x) 
plr) = 四 (6-10-3a) 
9, Cx) 
g G) = —L(g(a) + ie Go) (6-10-3b) 


V 2 
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Qr) = qr) (6-10-3c? 
TA nl eB E. 标 积 和 矢 积 均 是 在 同位 旋 空 间 中 进行 的 . 


H pr) GO eo BS TE W 35 fg 2] 8 Ay 31] DA 
9 


mlr) = — = iix) (6-10-4) 
ddr) | 
[22 
mr) = 2 — 0 (6-10-5) 
9 yr) 
Xr(X) 一 d — ox) (6-10-6) 
9 qx) 


系统 的 正则 Hamilton & 258 

QE. (x) — Gon) + 9 Gn (GO) + rla) pla) — € (a) 一 
la) ve] ve pp) gt e om GN) 一 
3 TOTI — imz,/ + gn Y.T py — (6-10-7) 


初级 约束 为 


P? =r, — ip 20 (6-10-8) 
P —-;20 (6-10-9) 
总 Hamilton Ẹ 
Fr = [zc + A,91 + 4,05) (6-10-10) 
初级 约束 的 目 治 性 条 件 
(E.H y 220 (= 1,2) (6-10-11) 


给 出 Lagrange ÆT (xX) 和 h(x) 适合 的 方程 ,不 导致 新 的 次 级 
约束 . D 和 4? 为 第 二 类 约束 ,它们 的 Poisson $& & (01,07, 5 35 E 
无 关 , 其 行列 式 det | (01,02) | 可 从 生成 泛 函 中 上 略 去 ,不 必 引 入 中 
Hy CC) Ca). 系统 的 有 效 正则 作用 量 

eff - [ast Ty 十 jn 十 rp9y 一 
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QE, — A0 — A99] (6-10-12) 
此 有 效 正则 作用 量 (5-10-12) 式 在 下 列 相 空间 中 内 部 变换 

po TX) — e f(r), m,r) > etr, (rx) 

pC) > pC), rr) > GO) . (6-10-13) 

9 (r) — et") ot(r), A^ r)-etyt Cr) 
下 是 不 变 的 ,其 中 0 为 参数 , 即 系 统 的 正则 作用 量 和 约束 00.0 在 
(6-10-13) 式 变换 下 均 是 不 变 的 , 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 
(6-9-14) 式 得 

Q =-e|dzkolTIZ7oy， 十 


(9 X Tri|l0) = const (6-10-14) 
(6-10-140 4g a fp 5p I8 89 ELTE ACE M. 


$611. 整体 正则 对 称 性 和 量子 守恒 律 


在 经 典 理论 中 ,整体 正则 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 已 在 第 二 章 
和 第 三 章 中 盖 明 ,量子 水 平 的 守恒 荷 在 3$6-9 和 8$6-10 中 已 讨 
论 ,这 里 进一步 研究 这 个 问题 ,并 导出 整体 正则 对 称 性 所 对 应 的 量 
子 守 恒 律 ( 算 符 形式 ). 为 此 ,首先 讨论 正规 Lagrange t Sit. 假设 
系统 的 正则 作用 量 (6-8-2) 式 在 (6-8-4) 式 变换 下 不 变 , 并 将 该 变换 
定 域 化 , 即 考 虑 与 (6-8-4) 式 相应 的 定 域 变 换 , 有 

qi" = x" F Ar" = r" + elr) (xr; pr) 

g (x) = 9G) 十 Ap(z) = glr) + er)E (x; p,n) | 

z (x') = n(x) 十 Ar(z) = n(x) + &Cr)ff (749,7) 

(6-11-1) 

AP er(Cz)(c 王 1,2,…,r) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 的 值 及 其 微 商 
在 四 维 时 空 区 域 的 边界 上 为 0. 在 (6-11-1) 式 变换 下 ,正则 作用 量 
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(6-8-2) 式 的 变 分 
AP = |d'ae (x) [ss — eur D p oa mu 
TD) ss C T Po - y 


a [ry Yr J+ DEE — 9,70]) 十 


[d'r ( [0r p 2627 2e GO + 

T(E 一 Et” )De, Cr) j (6-11-2) 
由 于 假设 正则 作用 量 了 在 (6-8-4) 式 的 整体 下 不 变 , 因 此 (6-11-2) 
式 变 换 中 的 第 一 个 积分 为 0. 假设 (6-11-1) 式 变换 的 Jacobi 行列 
式 为 1. 生成 泛 卫 (6-8-1) 式 在 (6-11-1) 式 变换 下 是 不 变 的 .将 (6- 
11-2) 式 中 剩 下 的 项 做 分 部 积分 ,利用 s(x) 的 边界 条 件 , 将 所 得 结 
果 代 入 (6-8-1) 式 ,并 对 s(x) 求 泛 函 微 商 , 得 

[Zo Zr (a, ry H ]+ Dn — e, ]- M). 


exp (i| I 十 [drg + Kn) |} = 0 (6-11-3) 
式 中 
M° = JE — e,r") HKO —z,77) (6-11-4) 
将 (6-11-3) 式 关于 JO n VCI PS BEES 14 
EZ Dr {3 rp 2€) ]2- DFA — e, ]— M°}. 
qr) PT) 9n) 一 » ITO e; PT gr) * 


N'à(z — z;))exp(i|I* + |dzcwe+ Kn) |} = 0 (6-115) 
式 中 
和 一 名 一 Pure (6-11-6) 
在 (6-11-5) 中 ,让 J=K =0 得 
OIT (2, [ €x 9— Æ] D rE 一 Br 上 
PCr) prn) |0) = 
i» OJT" [ga 9e; DHT 
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Pr IN] |O SC — x) (6-11-7) 
固定 1, 让 
bisbat E, > 00, Lai stu 29 * sbn — OO 


利用 约 化 公式 :起 ,可 将 (6-11-7) 式 化 为 


(out ,m | (2,[ rp— 2€ 2777 ]H- DE rt’ — 9,77) 1) 
In — m,in) = 0 (6-11-8) 
HT mA 的 任意 性 ,由 (6-11-8) 式 得 
3,| Gr 9— EEr + D[za(& — pt)|=0 (6-11-9) 
在 四 维 时 空中 取 一 柱 体 , 柱 轴 沿 上 轴 方 向 ,上 底 V. 和 下 底 V 分 别 
为 :二 ti 和 t= 二 ts 的 超 平面 .在 此 四 维 柱 体 上 对 (6-11-9) 式 积分 , 利 
用 四 维 Gauss 定理 及 柱 侧面 趋 于 无 穷 远 时 场 为 0 的 条 件 , 可 得 量 
TA ECC 


Q; = | dir|z(£ 一 g) 一 er" |= const 
V 


(s = 1,2,-,7) (6-11-10) 
由 此 得 到 ,对 于 正规 Lagrange 量 系 统 , 如 果 系 统 的 正则 作用 量 在 
增 广 相 空间 中 的 整体 变换 下 不 变 , 且 相应 变换 的 Jacobi 行列 式 
为 1, 那么 系统 必 和 存在 量子 守恒 量 (6-11-10) 式 . 此 结果 可 视 为 量子 
水 平 的 正则 形式 Noether 定理 .无 反常 情形 ,此 结论 成 立 . 这 个 结 
来 说 明 (6-9-11) 式 中 的 真空 期 望 值 的 记号 还 可 以 去 掉 . 

对 于 奇异 Lagrange 量 系 统 ,其 Green 函数 的 生成 泛 函 由 (6- 
8-125 Xx Zi ih. 如 果 有 效 正则 作用 量 7 在 (6-8-4) 式 那样 的 变换 下 
不 变 , 且 相应 (6-11-1) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 那么 与 正规 
Lagrange 量 系统 类 似 的 讨论 ,可 得 奇异 Lagrange 量 系 统 的 量子 
守恒 量 

Q; = KECG — QU") — ear |= const 
(o = 1,2,',7) (6-11-11) 
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式 中 多 “是 有 效 Lagrange 量 密度 Yt 相应 的 Hamilton 量 密度 . 
这 个 结果 对 应 于 经 典 理论 中 的 正则 形式 Noether w 8^9. 由 于 
Æ a IE DE Hamilton Bi 98 BE. 多. 不 同 , 因 而 守恒 量 (6-11-117 式 
与 守恒 量 (6-11-10) 式 是 不 同 的 . 对 于 奇异 Lagrange 量 系 统 , 在 量 
子 水 平 存在 守恒 量 QT ,不 仅 需要 求 正 则 作用 量 在 增 广 相 空 间 中 的 
整体 变换 下 不 变 ,而 且 还 需要 求 约束 条 件 在 该 变换 下 不 变 , 这 样 才 
能 保证 有 效 正 则 作用 量 I 在 该 变换 下 的 不 变性 . MA C6-11-10 X 
不 难看 出 ,经 典 理论 中 对 称 性 所 联系 的 守恒 律 ,在 量子 理论 中 不 一 
定 再 保持 (特别 是 对 奇异 Lagrange 量 系 统 ). 在 约束 Hamilton 系 
统 的 经 典 理论 中 ,Dirac 曾 猜 想 , 所 有 第 一 类 约束 (初级 和 次 级 ) 均 
是 规范 变换 的 生成 元 . 如 果 这 个 猜想 成 立 , 系 统 的 经 典 正 则 方程 应 
由 扩展 的 Hamilton 量 He S Hi SE fH E t rH e 决定 ,而 不 是 由 总 
Hamilton & Hr 决定 . 长 期 以 来 ,关于 Dirac 猜想 有 不 同 的 争 
i477?" ,无 论 Dirac 猜想 是 否 有 效 ,约束 Hamilton 系统 的 量子 正 
则 方程 是 由 有 效 Hamilton. 量 Xu 导出 ,因而 量子 守恒 量 由 
Aak E ECA DFAA FER. 

上 述 导 出 量子 水 平 守重 量 的 方法 ,其 显著 优点 在 于 ,不 必 作 出 
相 空 间 生 成 泛 殴 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 . 一 般 来 说 ,作出 该 路 径 
积分 往往 是 十 分 困难 或 者 根本 无 法 作出 该 积分 . 

前 面 导 出 的 量子 守恒 律 是 假设 系统 (有 效 ) 正 则 作用 量 在 
(6-8-4) 式 变换 下 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1 的 情况 下 得 到 
的 . 经 过 类 似 的 讨论 ,可 以 得 到 下 面 一 般 的 结果 :在 相应 的 (6-8-4) 
式 那 样 的 变换 下 , 设 系 统 的 有 效 正 则 作用 量 的 改变 为 


Ali = e, [dz oW 十 F”) (6-11-12) 


其 中 WoA F' 均 为 正则 变量 等 变量 的 函数 ,变换 的 Jacobi 行列 式 
为 JLg,rye] ,并 记 为 
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2. d$ J[9,n,e) 
Jo m Se 。 -9 (6-11-13) 


那么 ,经 过 与 (6-11-9) 式 类 似 的 推导 可 得 
D|dz[xce E p) EN e ac EN W” |= 
Jaz" HJO (6-11-14) 


nj A ERP OL F, BRIA LIE DUI PE FI EER DOE PUR RE CET 
— 0) ,也 不 导致 系统 的 量子 守恒 律 . KE HEBES BU REDA 
测度 在 变换 下 发 生 了 改变 (变换 的 Jacobi 行列 式 不 为 Dm ZEE. 

如 果 (6-11-14) 式 中 的 FEHI =a, E" =I F V * FRA 
(6-11-14) 式 可 写 为 


D [dz | (er — pr) — rT — W” |= 
]d'za,F* = [drO F” — v - F) (6-11-15) 
HT 3951E252j A 0, d — HE Gauss 定理 得 
D|dz[xce — gar) — QE art 


W” — F” |= 0 (6-11-16) 
从 而 系统 存在 的 量子 守恒 量 为 
Qt = |d'z[nt& — gun — erac — W™ 


— F*'| = const (c = 1,2,--,r) (6-11-17) 
考虑 到 整体 变换 下 积分 测度 的 变化 ,就 非 不 变 系 统 而 言 ,虽然 系统 
没有 相应 的 经 典 守 恒 律 ,但 可 能 存在 量子 守恒 律 . 


$612 ”相互 作用 的 声 子 .电子 和 光子 系统 的 量子 场 论 


电子 - 声 子 系统 ( 极 化 子 ) 是 金属 超 导 BCS 理论 的 基础 , 当 考 
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虑 其 中 存在 的 电磁 相互 作用 时 ,在 $3-7 中 已 讨论 了 声 子 场 、 电 子 
场 和 电磁 场 相 互 作 用 系统 的 经 典 理论 . 这 里 进一步 用 路 径 积分 方 
法 分 析 该 系统 的 量子 理论 ,给 出 定 域 和 整体 量子 对 称 性 结果 在 此 
系统 中 的 应 用 . 

在 (1 十 3) 维 时 空中 ,该 系统 的 Lagrange Eb HE UU 


— 1 uv * oy O 1l . 
L —— TFF) H 4 (2) iG ieA,) 十 z 


(v — ieA)! |Y) 十 zG (z))2 一 


5(CVa(z))2 一 VC,9g)U0 (G04) (6-12-1) 
式 中 下 为 电磁 场 强 张 量 , 且 
F, (£) = 3, A(z) — 3A, (T) (6-12-2) 


A, Gr) — CA CTY ACT) (32 fl p CD 4p S 4 RET AAE TFH; 
V (x,q) 代 表 电 子 和 声 子 相互 作用 势 . 但 在 Rodriguez-Nunez 模 
型 中 “中,V(z,g) 一 mgq. 其 中 m Xr T Ros 为 参量 ,它们 
可 依赖 于 空间 坐标 . 

场 pa 和 A, 相应 的 正则 共 斩 动 量 分 别 为 


n= sip, m — 9r Lg 
à 94" 
(6-12-3) 
=? -pq r= Fr 
dq A, 
系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
Qf. dm, + d ny, bm gtr À,— Y= 


工 | ， lp pF lg 
27: A C287; + ed 9) 十 qaa T ont 


Syg? — L4 [Cv —deAY]é Vg (6-12-4) 
初级 约束 分 别 为 / 
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0, — x, — if' 70 (6-12-5) 

0; = ngyn 7x0 (6-12-6) 

A, — m 2-0 (6-12-7) 
总 Hamilton & Jj 


H1 -一 [eale 十 A,0, 十 A,0, 十 ta ] (6-12-8) 


HEAR BIS TESXPEIUGHT)2:06—1,2), n] A H Lagrange $ 
子 A386 892; RR LH (CALL H p) 620 可 导出 次 级 约束 

9 = 3,1, + ef' 220 (6-12-9) 
约束 内 的 自 洽 性 要 求 不 产生 新 的 约束 . 做 约束 0,0, 和 内 的 线性 
组 合 

A, —$ 二 ie (0,5 + 9' 0) = 

9,7; — le (Ppr, H Png) 70. (6-12-10) 

不 难 验证 ,4 和 A 为 第 一 类 约 东 ,2 和 0, 为 第 二 类 约束 . 
按 Faddeev-Senjanovic 路 径 积 分 量子 化 方案 ,对 每 一 个 第 一 

类 约束 , 需 选 取 一 规范 条 件 .考虑 Coulomb 规范 


, = 9 ,À,; zZ V | (6-12-11) 
O, I EE EER (2, H1 50, MEAR, 
N — 3,1; 3- V *Ao 20 |. (6-12-12) 


系统 Green Im A TE TH [8] "P ES] ^E BY 12. 0 
zu = ee. [9659 xA03«25det | LA, ) 


( det | (6,,0,) | exp (i]d*z( m, Q“ — e. 十 Jo") | 


(6-12-13) 
AF p= (Anp p ,qDPI m, — (n^ z,,7,* 2,2 93 9^ 的 正则 动量 . 
这 里 仅 对 场 量 9" 引入 外 源 JL— JE 7). 不 难 验 证 , 式 中 因子 
det | (A,, £2) | Bl det| (6,0,) | 均 与 场 量 无 关 , 这 样 可 将 它们 从 生 
成 泛 孙 (6-12-13) 式 中 上 略 去 ,并 且 可 将 (6-12-13) 式 写 为 
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Z[J,T,X,Y] = 


[ge £r OA CD pn Pw exp HE Lea 十 


JP HTA + Xie, + 7A | (6-12-14) 


式 中 
£u 一 2 十 人 人 十 of 十 HAO (6-12-15) 
c? =p m, + j* ny. + n, q4- n" À, — 2€. (6-12-16) 
À Cx) ex Gc) ui C2 4 00 29 53 2] 9. Ai、02.、9; 相 联 系 的 乘 子 场 ， 
7122 Ei o 依赖 于 坐标 和 场 量 g 时 ,即使 是 路 径 积分 (6-12-14) 
式 中 可 积分 出 x, 其 有 效 Lagrange 量 仍 具有 -函数 的 奇异 性 站 
因此 ,在 一 般 情 形 下 ,研究 相 空 间 中 生成 泛 函 在 正则 变量 变换 下 的 
性 质 比 研究 位 形 空间 中 的 变换 性 质 更 为 基本 . 
首先 来 构造 系统 的 规范 生成 元 . 前 面 已 经 说 明 , 按 Dirac 处 
理 , 规 范 变 换 的 生成 元 可 以 由 所 有 第 一 类 约束 的 线性 组 合 来 构成 . 
Lagrange 量 (6-12-1) 式 描述 的 系统 的 规范 生成 元 可 写 为 2 


G - aate (r)myr) — e(a2|23;z; (x) 一 


ie(Cxr)n, Cr) 十 % G)7,. G2) |] (6-12-17) 
此 生成 元 产生 的 变换 为 
04.(z) = (ALGO ,G1 — 3 lr) 
óz^(r) = (n(x), G} = 0 
Gx) = (9G),G) — iee(z2)9 (x) 
ónm,(x) = UnG),G] —— ieeCx)z, Gr) 
在 (6-12-18) 式 变换 下 , (6-12-16) 式 不 变 .而 (6-12-15) 式 在 (6-12- 
18) 式 变换 下 的 变更 
ÒL ee =Å; QU KET jelz) + 


(6-12-18) 


o, NJ! € (x) + w, gelr) (6-12-19) 


H. cB A, JJ pM np BS ES. (6-12-18) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 
为 1, 生 成 泛 函 (6-12-14) 式 在 (6-12-18) 式 变换 下 的 不 变性 导致 下 
列 正则 Ward 恒等式 : 

[Ze n DADDA — v! in NI. — 


9 J^ + Ey — 8j + 19) * exp (i |d*z( A% T 


Jp + TN + Xy, + Yin) | = 0 (6-12-20) 
或 
BV 
? ST, 3X. »4 
Q0 ò 
£ x EŠ + 185] ZU T,X,Y]=0 (6-1221) 


让 Z[J,T,X,Y]=exp{iW[J,T,X,Y l.i i£ M Legendre 
变换 给 出 的 正规 顶 角 的 生成 泛 函 为 
Tv’,Aw, p=WIJ,T ,X,Y | 一 


CEEA 十 TÀ 十 X 0 十 Yu) (6-12-22) 


并 且 
oW JN 
BG TI O aosu 7o 40 0 (612-232) 
oW —.— J 
Tao ^O ucc DO (6-12-23b) 
oW "JA 
Xz) TA), Saa =— Xa) (6-12-23c) 
SW 
yo) ^40» E - =- Y;G) (6-12-23d) 
利用 (6-12-23) 式 ,可 将 (6-12-21) 式 写 为 
_ . T 
hA yti t Viata o *9u) SG - 
HDO (6-12-24) 
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将 (6-12-24) 式 关于 9 Cr A ^. (xs) 求 泛 函 微 商 ,然后 令 所 有 场 


6:T'[0] gr EN 
95 Bg" (74909 (2,098 A" (x) | ) Sj 989" (24) 
2 
(zr, — S'TL0j (6-12-25) 


897 Gr089 Gr 
Xf (6-12-25) X dE fT Fourier 变换 ,得 
q'Il'p.q.pb-q)-— SF C tHg) — Sr (gqg) (6-12-26) 
aU B ID, 是 光子 和 电子 的 正规 顶 角 ;Sy 是 电子 的 传播 子 . 
将 (6-12-24) 式 关于 glx: M a(r) K Z A M H A o t g 
为 0, 得 


p à Tlo] 
^ 0g (7,960 (1,)09A" (x) 


Sr o] 


= 06, — T) óg Cxi )0q (x4) 


reo] 
"5 égr)986q Q2) 
A 4p 3b, 35 (6-12-240 A X T H GR. E CUZ BR PACTI A Je PUR 28 
量 为 0, 可 得 正规 顶 角 的 多 种 形式 的 Ward 恒等式 . 导出 这 些 正 规 
顶 角 的 Ward 恒等式 的 显著 优点 ,在 于 无 需 作 出 相 空间 路 径 积分 
中 关于 正则 动量 的 积分 . 这 也 正 是 与 传统 研究 不 同 的 地 方 . 

下 面 讨 论 系统 整体 对 称 性 导致 的 量子 守恒 律 .显然 ,系统 的 有 
效 正则 Lagrange 量 (6-12-15) 式 在 空间 平移 下 不 变 , 平 移 变 换 的 
Jacobi 行列 式 为 1. H 77-0. 由 (6-11-11) 式 可 得 量子 理论 中 的 
动量 了 守恒 , 印 


p=— jdzer VA, mé mug) (6-12-28) 


A iE RI ERI S BS BE E E EUR E TE 077—000 —1,2, 3), H 
(6-11-11) 式 可 得 ,在 约束 超 曲面 上 (包括 规范 约束 ) 量 子 守恒 的 
能 量 
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u 1 1 lo (^ inAM2 
E = je zT 十 íTaFa 2m [CV leA) je 十 


l 2, l 2 x 19. 
jy Vot 十 YY p! (6-12-29) 
在 空间 转动 变换 下 ,矢量 场 4, 和 单 分 量 场 plr) p*r) A RqCGo) 


变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 且 rr 王 0. 根据 场 的 变换 性 质 和 (6-11- 
11) 式 ,得 量子 守恒 角 动 量 


M x i van IA, — X; Ze 十 n^ (2, wA + 


dc, 7 AL 
99 Ig 9g  , 24 
Ty Th 3, DLE Tr Fr z; 34]. 
(6-12-30) 
式 中 
(之 py — E pE ov m E mE op (6-12-31) 


系统 的 有 效 正则 作用 量 在 下 列 整体 规范 变换 下 不 变 , 即 
J(xr)—e jr), m,G) e") 
Hi (6-11-11) 34 HB. fg 
Q = e|d’ag" (TPIT) (6-12-32) 

守恒 . 

量子 守恒 量 (6-12-28)、(6-12-30)、(6-12-32) 式 与 从 正则 
Noether 定理 导出 的 经 典 守 恒 量 相同 . 

下 面 来 构造 由 Lagrange 量 (6-12-1) 式 描述 的 系统 在 位 形 空 
间 中 的 生成 泛 函 . 对 于 (6-12-1) 式 中 po 为 常数 的 情形 , 相 空 间 中 生 
成 泛 函 (6-12-14) 式 对 动量 x 可 以 积 出 ,其 结果 不 出 现 -A A R 
奇异 性 -5 . 将 (6-12-14) 式 重 写 为 

Z|J^,£' ,6,7| = [DA 2r" 2 £n D Dry, Zq * 


Zn, [| ECDADIN) * 
PTT 


exp [i] d*z Ge A, 十 d m, T dn, T 


m, q— 8€. + J'A, +EH ^ Eq) (612-33) 
在 (6-12-33) 式 中 ,对 Ao X^ V, 和 Ty. 进行 积分 ,然后 将 8| 3 i — 
ie(ymy 十 J* 2.) 表示 为 如 下 泛 函 积分 的 形式 : 


8Lair — iepr + 9^ x,,2] = exp] 一 i [d*A [a — 
ie (grs + p'r, ^A. (6-12-34) 


而 《6-12-33) 式 中 剩 下 的 对 动量 的 积分 均 为 Gauss 型 ,积分 后 就 将 
相 空 间 中 的 生成 泛 函 化 为 位 形 空间 中 的 生成 泛 孙 ,得 


A | ZA, 29D Gaia. A) 


exp (dzcez + J'A, +EH gE Eq) 《6-12-35) 


或 
Z[J^,£* ,£,5] = 
LR * Dq exp UE CE a 十 
J'A, + € 9 dr 95] (6-12-36) 
AP 
vag — OA (6-12-37) 


其 中 Z 为 原始 Lagrange f ;a, 为 规范 参数 . 有 效 Lagrange RA 
别 于 原始 Lagrange 量 , 是 因为 系统 存在 约束 所 带 来 的 量子 效应 . 
利用 路 径 积 分 方法 传统 的 技巧 他 ,从 位 形 空间 生成 泛 函 出 
发 ,同样 可 以 导出 Ward 恒等式 (6-12-25)、(6-12-27) 式 . 
众所周知 ,在 树 图 近似 下 正规 顶 角 的 生成 泛 函 厂 等 于 位 形 空 
关中 的 有 效 作 用 量 , 即 
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r = LEZA - Jes e — EA) | (6-12-38) 


从 (6-12-38) 式 出 发 立即 可 导出 由 Lagrange 量 (6-12-1) 式 描述 的 
系统 的 Feynman 规则 . 


$ 6-13 & Hopf 项 和 Chern-Simons 项 的 非 线性 o- 模 型 


近年 来 讨论 了 Lagrange 量 中 含 Chern-Simons 项 的 (1 十 2) 维 
时 空 规范 理论 ,其 中 所 呈现 出 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 六 ,这 
在 解释 量子 Hall 效应 和 高 温 超 导 中 有 重要 意义 “. 文献 [32] 中 讨 
i£ T & Hopf 项 和 Chern-Simons 项 的 (1 十 2) 维 时 空 非 线性 o- 模 
型 ,分析 了 和 角 动 量具 有 分 数 自 放 性质 ,对 此 问题 这 里 将 进一步 讨 
i£. 首先 ,该 文中 对 角 动 量 的 计算 是 基于 经 典 Noether 定理 ,其 结 
果 在 量子 理论 中 是 否 有 效 ? 第 二 ,辐射 规范 条 件 与 系统 的 运动 方程 
不 自 洽 .第 三 ,对 恰当 的 规范 条 件 , 其 Faddeev-Popov 行列 式 有 符 
进一步 分 析 . 这 里 采用 路 径 积分 量子 化 ,对 存在 分 数 自 旋 在 量子 理 
ie PATE SM BB]. 

含 Hopf 项 和 Chern-Simons 项 非 线性 c- 模 型 的 Lagrange 量 
密度 


元 Cao: — 1 A Ee" ^0 iQ nf + 


6^ A 2,A; (6-13-1) 
式 中 x) 人 ?= 二 1(a 二 1,2,3);f 410 4 & E. XE A, 的 Lagrange 
方程 为 


CA = 


ED A, = J^ | (6-13-2) 
式 中 


J^" = s e ena NO un (6-13-3) 


场 六 和 4 的 正则 夫 辆 动量 分 别 记 为 下 和 z， 
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A IZ — n^ 一 D iA enta n° (6-13-4a) 
3 n? 2T 
a 
Jy 一 — = (6-13-4b) 
9 A? 
IL 
T, — — = je; A7 (6-13-4c) 
Jg A' 
AP e — 6€". 初级 约束 分 别 为 
A, = ft, AS 0 (6-13-5a) 
0, =m] 一 0A, a 0 (6-13-5b) 
0, =r; + 0A, 220 (6-13-5c) 
0, = (n)? 120 (6-13-5d) 
系统 的 正则 Hamilton E 2E HE 
DG A^— L= 
yaey — Al eHe A.n* 9 pn)? — ian — 


08 (A,89,A; + A;j8 ,A,) 十 Eier] Ana n'a mn 十 


2A;n*3 nt| x 十 7 P eret Apta, ne 


| (6-13-6) 
总 Hamilton & 


= |PC, 十 和 = pah 十 Hb + pab) (6-13-7) 

H 487 2€ Z^ 8 E) B ARIELA, Hr M0 HS0, 5 30 5I 1B 
次 级 约束 

A, = 20(8/2,A, — Ja) ~ 0 (6-13-8) 

0, = n'z^ a 0 (6-13-9) 

其 中 Jo 由 (6-13-3) 式 给 出 . 初级 约束 和 0, 的 自治 性 条 件 , 给 出 

MERT a 和 ju 的 方程 . 次 级 约束 的 自治 性 条 件 不 再 产生 新 的 

AR. DERE, A 和 A; 为 第 一 类 约束 ,90.、9,、9、0 为 第 二 类 
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约束 . 

按 约 束 系 统 的 Faddeev-Senjanovic 路 径 积 分 量子 化 方法 ,对 
每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 一 个 相应 的 规范 条 件 . 文献 [32 | 中 采用 
辐射 规范 , 即 3A; 220, AoA20. 对 此 模型 ,这 两 个 条 件 不 能 同时 成 
立 . 因为 规范 条 件 不 仅 必须 能 固定 规范 并 为 动力 学 系统 的 演化 所 
保持 ,而 且 还 应 当 与 系统 的 运动 方程 自治 . 由 运动 方程 (6-13-2) 
式 , 有 


A = Em? AL (6-13-10) 
或 
A) = Femld’y G(xr,)8' Jy) (6-13-11) 
其 中 


OGC, y) = 9 (x — y) (6-13-12) 
nf À,,A,220 与 (6-13-11) 式 不 自治 . 
由 库仑 规范 Q1= 二 9;4;~~0 的 自治 性 要 求 , 即 由 9,4, —0 给 出 的 
男 一 规范 约束 为 
N, = v!A, — &3J zx 0 (6-13-13) 
因此 ,对 此 模型 应 该 用 020 来 代替 辐射 规范 中 的 4 一 0， 
不 难看 出 ,det | {4 R) | 与 场 量 无 关 , 可 以 从 生成 泛 函 中 略 
去 .通过 对 det | (9;:,0;) | 的 计算 ,可 求 出 相应 的 
L n = 80C (x) Cn’ YCC) (6-13-14) 
这 样 对 此 模型 ,Green e& AE TH 25 [8] "P LBS AE R PR A 


Z[J,,J,K*,K"] - [e Dr, DA, Dr, - 
exp EA Pe 十 J ,n* 十 J,A" 十 
K'*z, + Kn,) | (6-13-15) 
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式 中 


Pe — Cf P 十 C n 十 < (6-13-16) 
L mn ZAA FH AK F A, (6-13-17) 
L =n, n 4- n, A" — 2f, (6-13-18) 


在 空间 转动 下 ,有 效 正 则 作用 量 不 变 , 且 矢量 场 A“(x) 和 标量 
Ej n G4) Jacobi 行列 式 为 1, 此 时 ,rr 一 0, 又 AR A IS 
微 商 ,对 正则 动量 无 贡献 .在 (zzi) 平 面 内 的 转动 下 ,由 量子 守恒 
律 的 一 般 形 式 ， 


Q = | .sz[rGe — Q,U^) — f at" | 


(c — 1,2,*5,7) (6-13-19) 
可 得 量 了 于 守恒 量 
fd 
M SLE Jz, T 3x TD"|g 
(9 — (A,n)) (6-13-20) 


式 中 D" 与 场 属 于 Lorentz 群 的 表达 式 ( 矢 量 表示 、 诈 量 表 示 等 ) 有 
关 -" .由 (6-13-20) 式 可 得 到 量子 水 平 的 守恒 角 动 量 与 经 典 的 正则 
形式 的 J 相同 55 , 它 含 场 的 轨道 角 动 量 和 矢量 场 的 自 旋 角 动量 . 
由 于 存在 涡 旋 ,其 边界 项 给 出 分 数 自 旋 项 于 .这 里 在 量子 理论 中 
对 系统 的 角 动 量 及 其 分 数 自 旋 性 质 作 了 精确 讨论 . 文献 [31,51j] 及 
其 他 一 些 文献 中 也 存在 类 似 的 由 经 典 Noether 定理 给 出 系统 动量 
和 和 角 动 量 的 问题 , 亦 可 以 同样 在 量子 理论 中 予以 讨论 . 

Abel Chern-Simons 项 与 物质 场 耦合 ,是 研究 分 数 自 旋 的 基 
础 模型 . 考虑 Abel Chern-Simons 项 与 复 标量 场 耦合 的 Lagrange 
量 密度 -2 | | 


L = (D,AH Dp) + a Að, Aa (6-13-21) 
其 中 D,—23,--1A,. ÆA 23 [8] RE H3] RAAE TFAAR S 3-4): 
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A,-—z,290 (6-13-22) 
* 


A; — n 


&3,A; — Jo 20 (6-13-23) 


7) -一 下 一 nem ~ 0 (1,7 一 1.2) (6-13-24) 


A UB ur, 为 A" EIE IE 258g E e me Jomi lpp at anla) 
是 $09 0S IE DUI 3E Vo] EE. 不 难 验证 ,4 和 A 为 第 一 类 约束 ,0 为 
第 二 类 约束 .采用 Faddeev-Senjanovic 路 径 积 分 量子 化 方案 ,规范 
RIEN $ 4-6) 可 取 为 


Q, 一 9,4 之 0 (6-13-25) 

N, = V^A, 一 Pte d 2:286 (6-13-26) 
式 中 

J^ = — 1$" D^$ + 1(D^$* 54 (6-13-27) 


此 时 ,Green PR A BS Æ R PR 7J 
z[J] -|zs Dr De Dr DA, Drr [| (0609 CAD8C0)) - 
jj, hl 
det | (A,,0;) | Ldet | (6,05 | PP - 
exp [iJ 十 ijaszcy + J*$* + JA, | (6-13-28) 


式 中 :7 为 系统 的 正则 作用 量 ;J、J* .J" r9 930 pp LA, 的 
外 源 . 不 难 验 证 ,Poission 5 CA,0, A KR (6,0; P2 55 3 REG X, 
可 以 从 生成 泛 孙 中 上 略 去 (无 需 引 人 和 鬼 场 ). 利用 9- 函数 的 性 质 , 可 
KERZAS H 


Z[J ,£] -|es Zn Dp Dr DA, Cx Dh, - 
exp {i| dz c + J+ J* $+ 
JA, + Enda) | (6-13-29) 
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式 中 
La =L Eu, =E npn $^ on" A, 一 
2€. + A, H ALA, + AI) (6-13-30) 
入 二 (A; A AO PLE SET 90 0€. 为 正则 Hamilton E $E E ;5, AE 
T Xm y. 
与 前 面 完 全 类 似 的 讨论 可 知 , 空 间 转 动 不 变性 导致 的 系统 量 
子 守 恒 角 动量 与 经 典 Noether 定理 给 出 的 结果 相同 . 文献 L31j]j 从 
经 典 Noether 定理 出 发 计算 了 系统 的 角 动 量 , 讨 论 了 其 分 数 自 旋 
TERR . 由 上 所 述 可 知 ,此 性 质 在 量子 理论 中 仍然 保持 . 


$ 6-14 杨 -Mills 理论 中 的 应 用 


纯 杨 -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 
l 


L = FaF” (6-14-1) 
式 中 
F^, —2,A) — 9,A; + Sfr ALA, (6-14-2) 
其 中 FRBIIA T g 已 省 略 . Lagrange 量 (6-14-1) 式 是 奇异 
的 ,系统 在 相 空 间 的 约束 为 
A =r a 0 (6-14-3) 
A =3 n — fe Ain, 之 0 (6-14-4) 


AP: ALBUIE DU 3E S] E LI on" 6399 5$ ITE OR SEXE 25 
束 确定 的 超 曲面 上 成 立 ; Al 和 AD 均 为 第 一 类 约束 . 规范 条 件 取 
为 [37 
Qi —235 + V'A — fouAr9' A; 220 (6-14-5) 
(E —93'A? 220 (6-14-6) 
Green PR ZA TE FH 2s [B] UP IJ AE iE PR 2j 


zi) = [DADE MBA) (det | LA. 1) | - 
exp [i| d'z (rz At — ar. + J2AD | (8-14-7) 
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其 中 2€. 为 正则 Hamilton 量 密度 . 因子 det] (A0) |8(2/ AD) RT 
用 det MIS(a“42) 来 代 蔡 07] ,而 

M, = (3 “3, + fr AIC — y) (6-14-8) 
Hh T ie HL COEUR ARpA ERARE, 
用 exp| — a d'a Co | 乘 (6-14-7) 式 后 ,做 关于 p(x) 的 路 径 积 
分 , 略 去 无 关 紧 要 因子 得 


Z|J ,CL, à = |DA Dr PX GC DCexp lidzi L’ 十 


A; + PFC’ EOD 十 geag) | (6-14-9) 
AP: C A OC 4L 98235 C^ 3 C* 的 外 源 ;名 为 乘 子 场 必 的 外 源 ， 
C b = L T Lix cT ga d e. (6-14-102a) 
L = m^ A* — Qf, (6-14-10b) 
— .L d HB AaX2 
C ux -一 2a; ° AG) (6-14-10c) 
La =— ICDC Do = 033, H fiA)  (6-14-10d) 
cz， 一 A 一 a; (D (6-14-10e) 
1 
在 BRS 变换 (kr 为 Grassmann 参数 ) 
09A; — — rD5,C, (6-14-11a) 
ON’ = TfantC, (6-14-11b) 
àC* 一 STFC. (6-14-11¢) 
3C —— 一 ra“4， (6-14-11d) 
2 


下 ,3(D2Co) =0, ò OC) —0U 5), xf 542 和 6C* 引入 相应 的 外 源 wt 
HI v^ RERAN 
ZIJ.£,6,6,u,v] = | DA Cn OX EC" DC 。 


exp 人 ja C 十 JELAS + ec 十 Ct 十 
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£A + utd A, 十 v8C") | (6-14-12) 
1E (6-14- 11D XX A8 R P A HL int L ae. (66-14-1122. C6- 
14-11b) 式 是 第 一 类 约束 作为 规范 生成 元 所 产生 的 变换 , 它 不 会 离 
开 约 束 超 曲面 因此 ,在 上 述 变 换 下 ,55' ,之 0. 这 样 ,在 (6-14- 
11) 式 变换 下 Aaa. (6-12-11) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 生 
成 泛 昂 (6-14-12) 式 在 (6-14-11) 式 变换 下 不 变 , 就 有 

|nAzemmcenn enc DC [dat JAL 十 


gròc" 十 Tege) | * exp 全 dzt Lu + JLAG 十 


PC: + Teg + Eiai + urb; + v8C*) | = 0 (6-14-13) 


由 此 得 到 的 Green 函数 的 Ward-Takahashi 恒等式 为 
8 . 8 


Ja's(2z Su” 一 人 wm — 
X | Z|J,£,0,€,u v — 0 (6-14-14) 
在 (6-14-11) 式 变换 下 ,党 着 约束 决定 的 超 曲 面 上 ,有 效 正 则 
作用 量 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 量子 守恒 律 
QQ — LEEG EN Q 0^) EE ef at" | 
(5 = 1,2,° ,7) (6-14-15a) 
得 系统 的 量子 BRS 守恒 荷 为 
Q = d'z GtbA; + TÒC: + BC) (6-14-15b) 


式 中 下 各 zx 分 别 为 C" A C^ 的 正则 动量 . 这样, 不必 作 出 相 空 间 
生成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 , 即 可 导出 BRS 变换 下 的 
Ward-Takahashi 恒等式 和 量子 水 平 的 BRS FHER. 
在 整体 变换 
C" (zr) =C° (x) cie CPC AG) (6-14-16a ) 
C" (x) —C*(x) — ie" C (x) (TDA x) 十 


Lea, [C GO (TO12^A:(4)] (6-14-16b) 

At Gc) — At Go) + EDAC) (6-14-16c) 

nt (r)-m)-cefnmtx)AXr)  (6-14-16d) 

Fog +L nE 其 中 为 参数 ;T。 为 规范 群生 成 元 的 矩阵 ， 
(6-14-16b) 式 又 可 写 为 


Co (x) —C*(G) — ieC GYT XA (x) 十 e |d*yAs Gr, y) ， 
| 2,[C* G) C212 ^ A20 ] (6-14-16c' ) 
式 中 | 
DA Gy) = ij — y) (6-14-17) 
B Zit L'n 在 (6-14-16) 式 变换 下 的 变更 记 为 
ÒL ina tL md) —e FICA, 0) 
变 H (6-14-16) Æ B Jacobi 行列 式 为 1, 由 整体 变换 下 的 正则 
Ward 恒等式 


d goo PU ò 
EE + T Ia jT 


2,| wJ v | exZ[J]-0  (6-14-18a) 
PP a 


得 


6 68 
4 H 
fa z[F, — Wk z = ifai JAIA 


- ò à à è 
eE EAT i$, (T, ) ot, J” + 


— 2, ge 元 (T )2£,2^ s | zur. Et, ]-0 (6-14-18b) 


^ Junk t |=exp { WEEE CI e eR 
Legendre 变换 ,将 W[JZ2, é, C, C^ | 8 A 1E 3 A B5 ^E X 12. PR 
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DlLAZ,A5C* ,C* ], x FÉ CO-14-18bO XX n] 5 2g 
. NEA 
fa z|[F, — Avu SA 
» a 917 sarr va 9D 
AIC Q8 sex — AIC QT 28 s 十 
Aja, 运 5 ToC = 0 (6-14-19) 

将 (6-14-19) 式 关于 Alzi) C Cr) A C (zi) 求 泛 图 微 商 ,并 
让 所 有 场 为 0, 可 得 (6-5-48) 式 那样 的 规范 场 - 鬼 场 正规 顶 角 的 
Ward 恒等式 . 

其 次 ,变换 (6-14-16c)、(6-14-16d) 式 是 第 一 类 约束 作为 规范 
生成 元 所 产生 的 变换 ,在 此 规范 变换 下 ,第 一 类 约束 (6-14-3)、(6- 
14-4) 式 不 会 离开 约束 超 曲 面 1. 因此 ,在 (6-14-16) 式 变换 下 ， 

SA n0, OL uim 
也 就 是 说 ,在 沿 着 约束 (包括 规范 约束 ) 所 确定 的 超 曲 面 上 ,有 效 正 
则 作用 量 不 变 ,由 (6-14-15a) 式 可 得 系统 的 量子 守恒 量 -1, 即 


Q, = | Pa ntDi, At + in CT C^ At — ix C T LAT 十 


m, |d*yAs Gr), [CQ TOj9^426)]] — G-14-20 
式 中 zum, 8 x, 5E 9I ALC C? fS TE DU] Sg] E H p 
m =— F, tm = C, A= DC (6-14-21) 
最 后 ,有 效 正 则 作用 量 在 鬼 场 的 标 度 变换 
C*(x) — eC (x), Clx) > eC’ (rx) (6-14-22) 
下 不 变 , 其 中 8 为 数值 参数 , 旦 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 由 
(6-14-15a) 式 得 到 系统 的 量子 守恒 量 
Qa = |d'zz CJ" + faA*)C’ 
这 与 用 所 谓 有 效 Lagrange 量 理论 导致 的 结果 相同 521. 从 分 析 相 
空间 路 径 积 分 中 的 正则 对 称 性 导出 的 Ward 恒 等 式 和 量子 守恒 
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C ,其 显著 优点 是 不 必 作 出 路 径 积 分 中 对 正则 动量 的 积分 ,因而 有 其 
有 普遍 的 意义 . 


$ 6-15 3E Abel Chern-Simons 理论 中 的 应 用 


从 相 空 间 中 系统 对 称 性 的 分 析 ,建立 了 约束 Hamilton 系统 经 
典 理论 的 正则 Noether 定理 ,并 且 推 广 到 量子 理论 中 .本 节 给 出 了 
理论 在 非 Abel Chern-Simons 理论 中 的 应 用 . 

在 (1 十 2) 维 时 空 仿 Chern-Simons Jii 5j 9j Ei 35 88 & R La- 
grange 量 所 描述 的 系统 ,对 Abel Chern-Simons 理论 中 呈现 出 分 
数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 , 这 在 解释 分 数量 子 Hall 55 £735 28 Brill A 
导 有 重要 意义 . 在 Chern-Simons 项 与 物质 场 耦合 的 现 有 理论 中 ， 
某 些 基本 问题 有 待 进一步 研究 .例如 :在 Hamilton 分 析 中 利用 经 
典 场 方程 并 选取 规范 条 件 消 去 规范 场 ,而 忽略 了 对 约束 的 处 理 , 在 
B T nib HG Ed SES B UU. 又 例如 :关于 任意 子 
角 动 量 的 讨论 中 , 均 是 基于 经 典 Noether 定理 计算 的 ,其 结果 在 量 
子 水 平 上 是 否 有 效 ,值得 仔细 研究 . 前 面 已 说 明 对 一 些 Abel 
Chern-Simons 模型 ,在 量子 理论 中 仍然 呈现 出 分 数 自 旋 性 质 . 近 
来 一 些 作 者 讨论 了 非 Abel Chern-Simons 理论 中 的 经 典 角 动 
ER 109), 3E 38 1B T dE Abel Chern-Simons 项 存在 ,可 改变 系统 的 自 
旋 统 计 性 质 . 这 里 ,将 在 量子 理论 中 研究 这 个 问题 ,并 分 别 讨论 非 
Abel Chern-Simons 项 与 标量 场 耦合 以 及 与 放量 场 耦 合 的 情形 . 

首先 ,考虑 (1 十 2) 维 时 空 非 Abel Chern-Simons 项 和 标量 场 
HR BU. H Lagrange R^" 


L = (DAt (D'9) + xe^*| 3,A2 A2 十 T fa AAAS 


(6-15-1) 
AP: % 为 多 分 量 的 标量 场 ; D.—2,—(T" Az, T* 为 规范 群生 成 
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元 , LT, T]91/41'; tr(T"T) 2604/2. 理论 的 规范 不 变性 要 求 
SZ c— n/An Qv HERO. 场 Alr) plr). pt (zx) 的 正则 动量 分 
别 为 


Ta Az. m 一 55, A^ (6-15-2) 


J 


z = (Dog ，r — (D49) (6-15-3) 
这 里 约定 c? = 二 ee ^—1. (6-15-2) 式 为 初级 约束 .正则 Hamilton & 


H. -|dzee = [æra + (D#)+ (D#)] — 
a | K J AC a 
As| ;€ Fs Ji (6-15-4) 
式 中 | 
Fi; = 3, A4 — 3 A? + fL ALAS 
J& = — i(xT^$ — $* T^z^) 
总 Hamilton 量 | 
Fr 一 Je e. 十 Xu 十 x| m 一 ge^" | | (6-15-5) 
由 初级 约束 o, 2 0 B3B 18 TER TF m Hy) 0520, 导出 次 级 约束 
Sei 十 .用 之 0 (6-15-6) 
由 其 他 的 初级 约束 的 自治 性 条 件 导 致 的 方程 来 确定 Lagrange 3f 


子 对 .次 级 约束 (6-15-6) 式 的 自 洽 性 条 件 不 产生 新 的 约束 . 与 Abel 
Chern-Simons 理论 相似 ,做 约束 的 线性 组 合 , 并 记 


A= m2 0 (6-15-7) - 

A: — (Diri) 十 Ja + FILIAS sz 0 (6-15-8) 
K 

= " m 584" 和 = 0 (6-15-9) 


A3EX uE. A) A; S8 —28 2] 38, 上 为 第 二 类 约束 . 
按 约 束 Hamilton 系统 的 Faddeev-Senjanovic 路 径 积 分 量子 
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化 理论 ,对 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 一 个 规范 条 件 . 考虑 
Coulomb 规范 


— 


(5 = IA 70 (6-15-10) 
Q5 的 自治 性 要 求人 3 之 0, 给 出 另 一 个 规范 约束 , 即 
Œ = 3'a? + vA — fa AI A 220 (6-15-11) 
此 系统 Green PR A A 23 [8] "P AE R PR 7J 
z[J] = (DA DDE Dr DY n . 
det | (Az, £20) |[det | (8,02) [8 A)8 (0280) - 
exp (i| da C FJtALdOÓ1$ R30) (6-15-12) 


式 中 因子 det| 1%), GO) |= — KE; jÀ 0^ (x 一 y) 与 场 量 无 关 , 可 
以 从 生成 泛 贡 (6-15-12) 式 中 上 略 去 ,而 
det | (A? (x), £4 (y))| = det | MPSP (x—y)| (6-15-13) 
M” = 873/39, — f? A*3! (6-15-14) 
因子 det | (A/G2,050901 1834) 可 用 因子 det MLC2742) 来 代 
$e, 


Mr = (8959 — fa AIOP (x — y) (6-15-15) 


根据 S- CRI Grassmann 7B EE C(x), CC) 的 积分 性 质 ,可 将 
(6-15-12) 式 写 为 


Z[J ,8,6,X,Y] = |DA DDE Dr D Dr] DE c 。 
exp [i | d'z(SA + JEA 十 及 办 十 
pJ, + £C* + CE, + 
X'pi + Yit) (6-15-16) 
式 中 


2417 


gn -— s — ICDC 十 MA 一 D" (fk)! — 


7 (3^42)! + 8 (6-15-17) 


L) M Gr). HRT HE E ARA CC AXi Y 为 乘 子 
场 uis 的 外 源 . 

由 有 效 正 则 作用 量 在 相 空 间 中 的 整体 对 称 性 ,不 必 作 出 生成 
泛 函 (6-15-16) 式 中 对 正则 动量 的 路 径 积分 , 即 可 导出 系统 的 量子 
守恒 律 . 显然, 有效 Lagrange 量 (6-15-17) 式 在 (x,y) 平 面 内 的 转 
动 变 换 下 是 不 变 的 . 这 时 矢量 场 ALGO. bi IS Aa) ME Go 及 其 
正则 动量 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 且 zr” 二 0, 由 量子 形式 的 正则 
Noether 定理 ,可 得 系统 的 量子 守恒 角 动量 


JAS 9 A; 
— 2 # Eo # F y 
J fa z(tl a à x, v EE 34) A 


^ Qm, 
9 $ "E Igt 9$*^ 4 
Maj 1 Jr, Tz YA t E 9 X; ^ 9 X Ta + 
ple + [428 420, 
Pa| Ti Dr 297 Taz T? Jr, P 
(6-15-18) 


XP pa 和 ps 分 别 为 鬼 场 C* 30 C 的 正则 动量 ， 
(2241, 7 Eao gog (6-15-19) 
可 见 , 在 非 Abel Chern-Simons 理论 中 ,系统 的 量子 守 和 但 角 动 量 与 
经 典 Noether 定理 导出 的 结果 不 同 之 处 在 于 还 必须 考虑 鬼 粒 子 对 
系统 角 动 量 的 贡献 . 在 经 典 水 平 上 研究 了 非 Abel Chern-Simons 
理论 中 可 能 呈现 出 的 分 数 自 旋 性 质 , 不 能 简单 地 认为 经 典 理论 中 
的 结论 在 量子 理论 中 仍然 保持 有 效 和 4 
现 考 虑 BRS 变换 : 
9A, — — DiC, Ons = rfantC (6-15-20a) 
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àC* = 3 fCC., 8C: 2 — 一 944 (6-15-20b) 
式 中 为 反对 易 Grassmann 9X. Æ (6-15-20) R Æ 3& F , (6-15-17) 
式 中 的 三 项 之 和 , 即 V — 9 C Dt C* — 7 (^ AP 是 不 变 的 . 在 规 
范 变 换 (6-15-20a) 式 下 ,第 一 类 约束 的 变 分 仍 在 约束 超 曲 面 上 ,日 
E 在 (6-15-20a) 式 变换 下 不 变 . 因 此 ,在 (6-15-20) 式 变换 下 , 沿 着 
约束 (包括 规范 约束 ) 所 确定 的 超 曲 面 上 ,量子 理论 中 有 效 正 则 
Lagrange 量 描述 的 系统 具有 BRS 不 变性. 变换 (6-15-20) 式 的 


Jacobi 行 列 式 为 1. 按 正则 量子 Noether 定理, 非 Abel Chern- 
Simons 模型 存在 的 BRS 量子 守恒 待 为 


Q= [dz ca; + P.C oCp) (6-15-21) 


其 次 ,讨论 非 Abel Chern-Simons Jii 5; Je Et 3 38 a W E, 
(12-20 2E If 2$ dE Abet Chern-Simons 规范 场 A; SKEA JWA 
的 Lagrange E% HE (WW, $ 5-12) 


ce 一 一 Lpp” 十 keme| 3 ASAS 十 /AMA 4 
iJ ^D, — mg (6-15-22) 
场 Az. d^ V^ B GE DUI c o B A 9 D 
g^ 一 Fen 十 geye (6-15-23) 
Pe =i g, P° = (6-15-24) 
系统 存在 的 约束 分 别 为 
A= a" a0 (6-15-25) 
B*— P* —iJ» a0 (6-15-26) 
Q^— P*"zz0 (6-15-27) 
N= fel PPE + PY) + 32" 一 
fae Ain. + kea, AS (6-15-28) 


279 


Ai 58 A; 8S — 2S HR L0 和 0 为 第 二 类 约束 . 
按 Faddeev-Senjanovic 对 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 程序 ， 
对 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 一 个 规范 条 件 . 考虑 Coulomb 规范 
(5 =J A 20 (6-15-29) 


由 (2 的 自 洽 性 条 件 个 汪 0, 可 选 另 一 规范 条 件 ， 
(X 一 0 十 V24 — FRAI AS a~ O (6-15-30) 
A 3E I UE. det| (0,0) | 与 场 量 无 关 ; 而 dec | (A*,Q') | det M" ,其 中 
M“ = (ó* V* — f Aia')Ó(x — y) (6-15-31) 
Green A A A A s a] n HS Ab IT PR n] 58 2g 


Z[J,9,7,6,6,€£]— | Am; cp DZ PD JDPDM DC DC . 
exp dE + JA; 十 gn 十 
79 十 *C* 十 Ce + EA) (6-15-32) 
式 中 
C = z^ At +P + 4P — 4, + AAi — 

1 1 pf a Ta 
2a; (A) — 2a; (Mm) — a CDC (6-15-33) 
dE zs ap P SAPE. HR CO-11-1D XAR ZEB ETT RUE 

J a= CEGE 2 一 i; “i Tm ( 24, As + 


Tj DA 


i PYS . d^ + Tnt — X 2E 


TIL; 


— 


a, 


"To 2c. | 3C aT) n) 


73r Uan) t |" 3x; Oaz 
(6-15-34) 


A P 


(Xu) = Eno — Ergo (6-15-35) 
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S, = EAA (6-15-36) 


可 见 , 系 统 的 角 动 量 与 由 经 典 Lagrange 量 按 Noether 定理 导出 的 
结果 是 不 同 的 . 这 里 还 必须 考虑 到 鬼 粒 子 对 系统 角 动 量 的 页 献 . 系 
统 的 分 数 角 动量 性 质 有 待 进一步 研究 . | 

前 面 的 讨论 没有 涉及 理论 的 重 整 化 效应 ,对 非 Abel Chern- 
Simons 理论 , 重 整 化 后 参数 x 会 发 生 移动 .有 关 重 整 化 的 问题 
这 里 就 不 讨论 了 . 


$6316 ”位 形 空间 路 径 积 分 中 的 对 称 性 


对 称 性 和 守恒 律 的 联系 在 经 典 理论 中 是 由 Noether 定理 给 出 
的 .在 路 径 积 分 量子 化 理论 中 ,出 现 的 是 经 典 数 ,这 对 研究 系统 的 
量子 对 称 性 质 提 供 了 方便 . 量子 系统 的 性 质 由 Green 臣 数 的 生成 
泛 函 导出 ,而 相 空 间 中 生成 泛 函 比 位 形 空 间 生 成 泛 函 更 基本 . 当 对 
正则 动量 的 路 径 积 分 为 Gauss 型 时 , 相 空 间 路 径 积 分 可 化 为 位 形 
空间 的 路 径 积 分 .一 般 来 说 ,要 作出 对 正则 动量 的 路 径 积 分 常常 是 
十 分 困难 的 (特别 是 对 约束 Hamilton 系统 ), 甚 至 是 不 可 能 的 . 前 
面 讨 论 了 系统 的 整体 正则 对 称 性 和 量子 守恒 律 的 联系 .规范 不 变 
系统 为 约束 Hamilton 系统 ,该 系统 的 量子 化 应 按 约束 Hamilton 
系统 的 量子 理论 来 实现 . 在 某 些 情形 下 ,也 可 用 直观 的 Faddeev- 
Popov 7; 1& 3E z E“. 对 杨 -Mills 理论 , 按 约束 Hamilton 系统 路 
径 积 分 量子 化 ,作出 对 正则 动量 的 路 径 积 分 后 ,恰好 可 以 化 为 
Faddeev-Popov 方法 所 得 的 结果 . Faddeev-Popov 方法 虽 不 严格 ， 
但 直观 简便 ,对 一 些 实际 物理 系统 的 应 用 也 是 可 行 的 . 

路 径 积分 量子 化 理论 的 应 用 通常 是 通过 将 相 空 间 生 成 沁 郴 中 
对 动量 的 路 径 积 分 转化 为 位 形 空间 中 的 生成 泛 肾 ,从 而 由 位 形 空 
间 有 效 Lagrange 量 得 到 系统 的 量子 理论 .Feynman 规则 、Ward- 
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Takahashi 恒等式 以 及 重 整 化 的 证 明 等 ， 

这 里 将 从 较 直 观 和 简便 的 Faddeev-Popov 方法 所 给 出 的 位 形 
空间 中 规范 理论 的 Green 函数 的 生成 泛 函 出 发 ,从 位 形 空间 整体 
对 称 变换 导出 系统 的 Ward 恒等式 和 量子 守恒 律 656. 

设 非 Abel 规范 场 4x(z) 与 物质 场 &%%z) 耦合 的 规范 不 变 
Lagrange 量 为 Z ($, A23 p3, A). 选取 规范 条 件 FLAL] =O, fk 
Faddeev-Popov 方法 ,得 到 该 系统 的 Green P8 5 EM JE Z B "P H 
^ 1E PRU" 


Zr - |eoperAsenc: gc, - 


exp [ilda (Zu +J + JA) (6-16-1a) 
A P 
cf 一 L F Lah Tx, 
C ah = Ci MC, 
1 (pep 4e 
c= 一 去 FAD (6-16-2) 
其 中 MY 取决 于 规范 变换 和 规范 条 件 的 具体 形式 , 为 简化 记号 , 记 


f^ = ($,A4,,C,C20, Ja = J, JE) 
于 是 (6-16-1a) 式 可 写 为 
z[J] = [op exp (laze 十 I4^)| (6-16-1b) 
传统 的 用 路 径 ( 沁 图) 积分 方法 导出 规范 系统 的 Ward (或 
Ward-Takahashi) 人 恒等式 ,就 是 从 (6-16-lb) 式 出 发 的 和 . 这 里 先 
给 出 整体 变换 下 的 Ward EFA. 
现 考虑 位 形 空间 中 的 无 穷 小 变换 ， 
T= Te xr. A Vu X) 
d" Gr) = JG) + e Gn) 
式 中 :so(o 王 1,2,……7r) 为 无 穷 小 任意 参数 ;rz 和 SUSr uvyGG) 
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| (6-16-3) 


和 (Cz) 的 函数 , 在 (6-13-3) 式 变换 下 有 效 作用 量 7 二 | das 


的 变 分 中 
AI — d' ÒL est ( gra a pfii 
eff 一 TE, FA — pat) t 


9 L eff Qd _ (QT p 
ZEPAS duc) H gat Il (6-16-4) 


AP 


Ola ILa 9 L eii 
BJ gp ,| TA | (6-16-5) 
假设 (6-16-3) 式 中 场 量变 换 的 Jacobi $7701 3x29. 1, ^E W iz ER (6-16- 
lb) 式 在 (6-16-3) 式 变换 下 是 不 变 的 ,将 (6-16-4) 式 代 人 (6-16-1b) 
式 得 | 
ZE] = [gvrexp [iua + Aa) + i [d'a + 
eJ (E — YE) 4- e, dr) |= 
[2yexp | CECA 十 J^) | | ] 4-1 Af 十 


ie, d*z(J. Ce" — gE) F &8,(J uec") | | — 


(1 + iDa H i e| d'a En — drm + 


| 


2,0400) |, ZU (6-16-6) 
P 
Am. ERZA ZLJ 适合 
4 Oat ve ya PPP " 
jd z | ag Gn utm cal jen 一 gn + War |+ 


JES — gT) F Ip ST) | ; Z[J]=0 (6-16-7) 
8J q 


p: 
如 果 系 统 的 有 效 作 用 量 7 在 (6-16-3) 式 变换 下 不 变 , 那 么 (6-16- 
7) 式 可 化 为 
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[ALIE — dte + 2,046, a ZE] — 0 
l (6-16-8) 

对 于 内 部 对 称 变换 r“=0, 此 时 (6-16-8) 式 可 化 为 

jest n as 2, "^1 zt] — 0 (6-16-9) 
(6-16-7) 一 (6-16-9) 式 称 为 位 形 空间 中 整体 变换 下 的 Ward f8 5$ 
式 . 将 (6-16-7) 式 等 关于 外 源 .Je(z) ERRE AMA, A mik 
Jx) 二 0, 可 得 Green 范 数 间 的 一 些 关 系 式 . 

下 面 在 量子 理论 中 讨论 位 形 衬 则 整体 对 称 性 和 量子 守恒 律 的 
联系 . 假设 系统 的 有 效 作 用 量 Ta 在 (6-16-3) 式 变换 下 不 变 . 将 整 
体 变换 (6-16-3) 式 定 域 化 , 即 考虑 如 下 的 定 域 变换 . 


z" oa" H eG) Gud) | 
| (6-16-10) 
J^ — Y F ELET Gr. 6,6) 

AP eG) 29 523 / FE E B8 A., Ci E rm EJ c CREE E TS 
区 域 边界 上 为 0. 假设 6, (22 = €, (参数) 时 , Lor 在 (6-16-3) 式 变换 

下 不 变 . 在 (6-16-10) 式 变换 下 ,or 的 变 分 为 


I. 
òg" 


d L ut 


2 J^, GT — 


AL = [a'ze Go (5 -= g) + a9, 


yr") 十 gut ji+ faz! | ar T 
IL at 
Kp 
由 于 假设 Tt 在 (6-16-3) 式 的 变换 下 不 变 ,因此 (6-16-11) 式 中 的 第 
一 个 积分 为 0. 根据 elr) 的 边界 条 件 ,(6-16-11) 式 又 可 写 为 
AL, — — |d'ze,(z)3,| art EI n — d" e| (6-16-12) 
设 (6-16-10) 式 中 场 量 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. E FÆRA 
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(e — que Ja. Go | (616-1) 


(6-16-1b) 式 在 (6-16-10) 式 变换 下 不 变 , 考 虑 到 eo(x) B9 331 R 
件 ,得 


-esf emm [aen Ene ne] 
i[d*ze, GJ. Ce" — f,T) jexp (i Lg + i|d*zJ.g | 
(6-16-13) 


将 (6-16-13) 式 关于 e GO 求 泛 函 微 商 , 得 
]ew |a, | s a" 十 ien — qur | 一 
J (é™ — rt”) | exp lil, 十 id*zJ.9n] = 0 


(6-16-14) 
将 (6-16-14) 式 关于 J (zx,) 求 n KE KME , 0] 48 


ILa 
[evi [or - 哆 


d' Gud, G^ Ge) 十 (一 iD) » JG; 


(em 一 Jn [- IN”); 


d^ Cr; 194 C Ej A Gr, ) NC — z))| e 


exp iL + i[d'zJ.9*] — 0 (6-16-15) 
式 中 
Ne = £e — ger" (6-16-16) 
在 (6-16-15) 式 中 ,让 外 源 J.— 0,18 


^ * po IL., ao a 
OIT EZ + 39. lÊ 一 Jer") IE 
d^ Gs) G,) |0) = i» OIT [gf Gr - 
Gi Dd Gur XA G)N* 0)Gz 一 起) (6-16-17) 
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其 中 T' 是 一 种 特定 的 编 时 乘积 5. 固定 1, 让 
JETIZ PELLEM Js daa oo ET QE tn 2 st, — OO 
考虑 到 
(01d*(x,oo) = (out|, (x, — œ)]0} = |in) (6-16-18) 
(6-16-17) 式 就 成 为 


| Jg £A 
(out ,77 | [2,| fac" 十 3p, € — p | |In — m,in?) = 0 
-FF 


(6-16-19) 
HF mAn 是 任意 的 ,于 是 有 
Dp ac" 十 FN — yr e|- 0 (6-16-20) 


对 (6-16-20) 式 在 场所 处 的 区 域 积 分 ,利用 Gauss 定理 及 场 在 区 域 
的 边 守 上 为 0 的 性 质 , 所 得 的 守恒 量 ( 算 符 ) 
9 
Q = | dz [rae + 3 

(6-16-21) 式 表明 ;在 位 形 空间 的 整体 变换 下 ,如 果 系 统 的 有 
效 作 用 量 保持 不 变 , 且 对 应 的 变换 (6-16-10) 式 的 Jacobi 行列 式 
为 1, 则 该 系统 存在 量子 守恒 量 (6-16-21) 式 . 这 就 是 位 形 空间 中 的 
量子 水 平 Noether E 28 OLA JR. YE BB ie H 26 c BST VI). 

位 形 空间 量子 水 平 Noether 定理 是 在 Faddeev-Popov 12:8 2X 
的 前 担 下 导出 的 .也 就 是 说 , 当 相 空间 生成 沁 函 中 对 正则 动量 的 积 
分 为 Gauss 型 时 ,上 述 结果 成 立 ; 对 正则 动量 不 可 积 的 情形 , 则 必 
须 从 相 空 间 中 的 对 称 性 来 分 析 . 

将 上 述 结 果 用 非 Abel Chern-Simons 理论 ,利用 Faddeev- 
Popov 方法 写 出 该 系统 的 生成 泛 函 ,可 导出 系统 在 BRS 变换 下 的 
Ward 恒等式 .量子 BRS 守恒 褒 、 非 定 域 形式 正规 项 角 间 的 关系 以 
及 量子 守恒 角 动量 5 . 

(1 十 2) 维 时 空 非 Abel Chern-Simons 理论 与 标量 场 耦 合 的 
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(£" — y" z”) | (6-16-21) 


Lagrange 3% Br! 
c =D)" DOH +- 
e^*| 3 ASAS 十 n FEAA AS (6-16-22) 


AP: $600 A N 分 量 标 量 场 ;D, AAt dH. dE Abel Chern- 
Simons 项 的 规范 不 变性 要 求 常数 上 是 量子 化 的 
选取 Lorentz 规范 
9"AL-—0 (6-16-23) 
利用 Faddeev-Popov 方法 可 写 出 此 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 


ZL 六 2,€,€] = [2a og DGDTC ZC, e 


exp[i |d*zez., 十 JAS + 


0: $ d3- $* 9 -- £C HCE | (6-16-24) 
AX p 
La 7 E F Eu t A (6-16-25) 
col 一 一 (3AL)? (6-16-26) 
20s 
L uh ~ 9^C,D,C, (6-16-27) 


其 中 C(x) 和 C(x) 0984 55; D2,— 9:2 ,十 上 及 A5. 有效 Lagrange 量 
描述 的 系统 在 下 列 BRS 变换 下 不 变 : 
09 = irC Tg 
09^ = — icC,ó* T* 
6A, — — TDCs 
Ne icc, (6-16-28) 


òC" 一 一 x ra" A; 
Qo 
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A:r 为 Grassmann 27,1" 为 规范 群 的 生成 元 .在 (6-16-28) 式 
变换 下 ,不 难 验证 ,8 (Di,C,) =0, H Sp) 256(99* ) 26(8C^) —0. 
对 SAL AC Sg 和 59^ 4 WISI A FUR UEV Gt C, 3E EIE LIE PR 
写 为 


ZUJ p 3, E,£,U,V tt] = ]ga;eow ECC, - 
exp (i| dz --J^A* --9* $^ 9 4 £C 


Ct + UtbAz + VAC, + E* dH + agt L) (6-16-29) 


Æ RZ PR (6-16-29) 3 Æ (6-16-280 3 IE PR FARE, HER S] Jacobi 
行列 式 为 1, 于 是 有 


[oaa eC, BC. za4: gt 8$ + gt » + EDC 十 
CE) | exp [i| (Lu + JtAz + $+ 0-1 68€ 


Ct + UiA + V*8C, + 6+ 36 FB D] — 0 — (616-30 
由 此 所 得 Green 函数 生成 泛 函 的 Ward 恒等式 为 


Ò 6 Ò Ó 
3 to. —— Ho — Ea — 
IE z| 7 Stt 十 ot! 十 J^ SU" Ẹ SVa 


> E e ZU ,7 EE UV ,Ct ,| 一 0 (6-16-31) 
a, Ji 


A XX Lagrange 量 描述 的 系统 在 BRS 变换 下 不 变 , 且 变换 的 
Jacobi 行列 式 为 1. 由 (6-16-21) 式 得 系统 的 量子 守恒 量 ( 算 符 ) 


Q - [as [ — 5, 5, A*D&C, + 1(0D4,95* C,T*$ — 19* C.T" (Dg) + 


P 


(— €) ifo. + | $| DsCtonAt | (6-16-32) 
有 效 作用 量 在 空间 转动 下 不 变 , 场 量 在 空间 转动 下 的 Jacobi 
行列 式 为 1, 由 (6-16-21) 式 所 得 的 量子 守恒 角 动 量 
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Ju - jest — Eea”! E 9 Ai —— ED T 十 


d X, : d x, 
E A^ ` A + (D,4)* af — a$ 4- 

J “ij là 0 T3 " Xi Jx, 
"EN 9 9C, 

E t 一 n EP P - bsi Ola E t m e) + 
3C, QC, 

n 3r X, 9Ce DAC’ (6-16-33) 
Tı 9 Th | 


可 见 ,在 量子 理论 中 系统 的 守恒 角 动 量 还 必须 计 入 和 鬼 场 的 贡 
献 , 这 是 与 经 典 理论 不 同 的 .不 难 验证 ,(6-16-33) 式 和 从 正则 形式 
得 到 的 量子 守恒 角 动 量 (6-15-18) 式 是 相同 的 ， 

这 里 在 位 形 空间 中 分 析 了 规范 系统 的 整体 量子 对 称 性 质 . 路 
径 积 分 提供 了 一 个 十 分 有 用 的 工具 ,因为 路 径 积 分 中 出 现 的 是 经 
典 的 数 . 相 空 间 路 径 积分 比 位 形 空间 路 径 积 分 更 一 般 .其 后 者 适用 
于 对 正则 动量 的 路 径 积分 可 积 出 的 情形 ,而 前 者 则 是 普遍 的 . 这 
样 , 从 相 空 间 路 径 积分 出 发 ,分 析 研 究 系 统 的 量子 正则 对 称 性 ,就 
具有 更 基本 的 意义 “-. 本 章 前 面 各 节 已 讨论 了 这 些 问 题 . 

对 于 规范 不 变 系 统 , 直观 、 简 便 的 路 径 积 分 量子 化 方法 是 
Faddeev-Popov 方法 .将 该 方法 用 于 一 个 给 定 的 规范 系统 时 ,通过 
路 径 ( 泛 函 ) 积 分 的 变换 可 导致 用 位 形 空间 Lagrange 量 ( 或 有 效 
Lagrange 量 ) 表 达 的 Green BR CBS [v JE 2s [B] ^E JS 17 PR. ELLE S 
间 中 作用 量 ( 或 有 效 作 用 量 ) 在 整体 变换 下 的 不 变性 , 当 位 形 空间 
"P XJ ur 25 8 338889 Jacobi 行列 式 为 1 时 ,导出 了 系统 的 量子 守恒 
$8 (此 绪论 在 理论 中 无 反常 ,Faddeev-Popov 量子 化 方法 适用 且 变 
换 的 Jacobi 行列 式 为 1 时 成 立 ). 一 般 地 ,该 守重 荷 有 别 于 经 典 
Noether 人 入 ,表明 经 典 理论 中 对 称 性 和 和 守恒 律 的 联系 在 量子 理论 
中 不 一 定理 有 效 . 定 域 规范 不 变 的 系统 为 约束 Hamilton 系统 , 按 
约束 系统 的 路 径 积 分 理论 对 该 系统 进行 量子 化 ,在 某 些 情形 下 , 作 
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出 相 空 间 路 径 积 分 中 对 正则 动量 的 积分 后 ,可 化 为 Faddeev- 
Popov 方法 所 得 到 的 结果 (如 杨 -Mills 35). 

将 上 述 一 般 结 果 用 于 非 Abel Chern-Simons 理论 ,可 导出 非 
Abel Chern-Simons 理论 和 标量 场 耦合 系统 的 量子 BRS 守恒 荷 
和 量子 守恒 角 动 量 .该 量子 守恒 角 动 量 与 由 未 量子 化 的 原始 
Lagrange 量 按 经 典 Noether 定理 导出 的 结果 不 同 之 处 在 于 还 必须 
计 和 人 和 鬼 粒子 场 对 系统 角 动 量 的 贡献 . 文献 [34,35 中 在 经 风水 平 上 
WR T JE Abel Chern-Simons 理论 中 可 能 呈现 出 的 分 数 自 旋 性 
质 ; 但 在 量子 理论 中 ,不 能 简单 地 认为 该 性 质 仍然 保持 . 对 上 述 非 
Abel Chern-Simons 理论 ,通过 前 面 正则 形式 的 分 析 , 不 必 作 出 相 
空间 路 径 积 分 中 对 正则 动量 的 积分 ,也 可 以 导出 上 述 同样 结果 . 这 
表明 Faddeev-Popov 方法 对 非 Abel Chern-Simons 理论 和 标量 场 
耦合 模型 是 适用 的 . 

对 于 Abel Chern-Simons 理论 ,由 于 在 Lorentz 规范 下 不 会 
出 现 鬼 粒子 " 引 , 类 似 的 分 析 可 知 ,此 时 量子 守恒 角 动 量 与 由 经 典 
Noether 定理 导致 的 结果 相同 . 文献 [31,32j 中 从 经 典 理论 得 到 的 
系统 具有 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 ,该 性 质 在 量子 理论 中 仍然 
保持 . 
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第 七 章 
高 阶 微 商 系统 理论 


描述 系统 的 Lagrange 量 合 高 阶 微 商情 形 ( 高 阶 微 商 系统 ) 的 
研究 ,日 益 受 到 人 们 的 关注 .本 章 首 先 借助 约 东 系统 的 Dirac 理论 
和 Ostrogradsky 变换 给 出 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 正 
则 形式 ,阐明 了 该 系统 几 种 形式 的 广义 正则 方程 ,指出 了 与 第 一 类 
约束 相 联 系 的 约束 乘 子 是 完全 任意 的 ,第 一 类 约束 为 规范 变换 生 
成 元 (高 阶 微 商 系统 的 Dirac 猜想 ) ,说 明了 规范 生成 元 的 构成 , 进 
一 步 论 述 了 有 限 自由 度 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 经 典 正 
则 对 称 性 ,建立 了 正则 Noether 定理 和 Noether EFA, Fih T w 
含 时 间 系 统 的 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,前 明了 该 不 变量 
与 系统 正则 方程 间 的 关系 ;然后 以 正则 Noether 定理 和 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 为 工具 ,给 出 了 高 阶 微 商 系统 Dirac 
销 想 的 反例 ,并 将 有 限 自 由 度 系统 的 经 典 正 则 对 称 性 ,推广 到 场 论 
中 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 ,论述 了 高 阶 微 商 场 论 中 规范 生 
成 元 的 构成 ;最 后 ,通过 路 径 积 分 量子 化 ,前述 了 离 阶 微 商 奇 措 
Lagrange 量 系统 的 量子 正则 对 称 性 质 , 建 立 了 相 空 间 中 定 域 变换 
和 整体 变换 下 的 广义 正则 Ward 恒等式 以 及 整体 对 称 下 的 量子 守 
恒 律 ,给 出 了 它们 分 别 在 杨 -Mills 场 和 非 Abel-Chern-Simons X 
论 等 方面 的 应 用 . 


$7-1 高 阶 微 商 系统 


描述 动力 学 系统 的 Lagrange 量 含 广义 坐标 对 时 间 的 高 阶 微 
商 ( 简 称 高 阶 微 商 系统 ) 的 情形 ,Ostrogradsky 最 早 开 始 了 对 此 类 
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R B BESE UU, Bopp" Podolsky “研究 了 二 阶 微 商 情形 的 广义 
电动 力学 . Borneas'*, Kostler 和 Smith 等 人 给 出 了 高 阶 微 商 系 
统 的 正则 形式 .Rodrigues 讨论 了 该 系统 的 正则 变换 ,Thiel- 
heim, Souza 和 Rodrigues? JJ & Musicki 9 将 其 推广 到 经 典 场 
i£. 文献 上 10」 中 用 现代 数学 观点 论述 了 高 阶 微 商 的 有 限 自 由 度 系 
统 ( 广 义 力 学 ) 和 场 论 . 

对 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange & 3& 6 8 BEA Je Movie BrB Sy dt 
Lagrange ETE 65g 17. Kimura 分 析 了 奇异 Lagrange 量 的 广义 
力学 其 Hamilton JE X "p ii 389 £3 38, Dirac 约束 理论 对 二 阶 微 
商 系统 的 推广 开展 了 多 方面 研究 ”5~!159. Saito 等 人 讨论 了 任意 高 
阶 微 商 奇异 Lagrange 系统 的 正则 形式 ”21. 高 阶 微 商 奇 异 La- 
grange 量 系统 的 正则 形式 在 Bopp-Podolsky 电磁 学 5 和 相对 论 
弦 模 型 "中 的 应 用 也 已 开展 了 讨论 .高 阶 微 商 理论 与 粒子 的 相对 
论 性 动力 学 中 .引力 理论 3? 中 广义 KDV HEES ig xp gU. 
弦 模 型 "等 问题 有 关 . 高 阶 微 商 理论 可 改善 相应 的 Feynmann 
的 收敛 性 ,但 么 正 性 间 题 有 待 进一步 研究 "31 

本 万 在 位 形 空 间 中 讨论 Lagrange ES B EL ES BJ PR B BH 
度 系统 (广义 力学 ) 的 运动 方程 和 对 称 性 质 -?1. 有 限 自 由 度 系统 的 
高 阶 微 商 理论 是 研究 高 阶 微 商 场 论 的 先导 "1 

现 讨论 目 由 度 为 n 的 广义 力学 系统 。 该 系统 用 Lagrange & 
LGisqto (2 qt (D qiio (i)) 来 描述 ,其 中 

qt; t) = D’g'(t) = PT 
这 里 假设 Lagrange 量 可 显 含 时 间 并 且 不 同 q G2 关于 时 间 的 最 高 
Er ox gg N; 是 不 同 的 .系统 的 作用 量 


Iq | — [Lasgo (£) Qo) Ct) qo Gn qui; Ct) )dz (7-1-1) 


系统 真实 运动 是 9 的 变 分 使 作用 量 取 极 值 ( 固 定 边界 条 件 ), 即 
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òl = 0 (7-1-2a) 
òt = 0, Sq, QD = 990, Cta) 一 0 
(1—1,2,-7,,5- 0,1,7.,N; — D (7-1-2b) 
下 面 推导 系统 的 运动 方程 . 设 由 真实 路 径 过 渡 到 相 邻 路 径 时 ， 
q 的 任意 微小 增 量 为 6g ,等 时 变 分 适合 | 
dg',, = D (òg) (7-1-3) 
作用 量 的 变 分 | 


J =f 3Ldt = | 六 > ((D'g)de — (7-1-4) 
利用 恒 等 关系 


vD'u = D[Q,(,v) ] + xDtv (7-1-5) 
式 中 u U 为 任意 图 数 , 而 
Qu Qv) = »,C- 1) DUD Y (7-1-6) 
D' = (— p'pr*' | (7-1-7) 
可 得 
了 Fo D9) = TO yD G9) 一 一 
woop 2£ ƏL 1- 
óq ( D) F (Dig 5 |+ AE q' Toro l (7-1 8) 
5| Aid *- 


N. | 
! _ | i IL 
Q Cq ,L) m Sal Òg 5 (7-1-9) 
由 (7-1-8) 式 可 得 


XX o(D'g') = 


i=] k=0 


5> E n pfQd L)]| (7-1-10) 


r=] 
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式 中 


- 3» T (7-1-11) 
k= 0 


casuuxguy 


QC, L) = Salari 'a(D* X57 


3931 D'''D DT | oaa 


=] 120 3 (D'q^) 
4 k—l—l1-—m,Ut1-j 改变 求 和 指标 ,得 
N. N,- J 
| aL u , 
Q(g ,L) = 2C "sag IP (8g!) 


(7-1-13) 
引入 广义 正则 动量 


pH = pi; = -Xc Dy 一 -一 了 Sean 2 (7-1-14a) 


即 按 Ostrogradsky 变换 引入 广义 正则 动量 ,由 (7-1-14a) 式 有 下 列 
递 推 关系 , 即 
aL 
3 qtu» 
ph m — pP (7-1-14c) 
(s = 1,2,*,N; — D 


peT? = (7-1-14b) 


于 是 有 


N. 
QL) = DPED (8g) (7-1-15) 
j=l 
£8 (7-1-10), C7-1-150 ÆRA C7-1- 4) 式 得 
3 - |'azar - | [> i LL 十 
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30372 D(D el 


由 于 边界 条 件 ,(7-1-16) 式 右边 最 后 一 项 为 0 真实 运动 使 作用 量 
取 极 值 ， 


(7-1-16) 


8I = N > - 8g' | dt 一 0 (7-1-17) 


AP oq. 是 彼此 独立 的 . 从 而 ,由 (7-1-17) 式 得 到 的 高 阶 微 商 系统 
的 Lagromge 方程 为 


— k 2L i 
¥ Sy D) TO 一 (7-1-18) 


从 Lagrange BAREAMHAAENEEBE SERE 
统 的 运动 守恒 量 -3 
设 系统 的 作用 量 (7-1-1) 式 ,在 下 列 无 穷 小 变换 
t >t =t + At =t + &g'q) 
qu; (D >q G') = qu E) + Aga 0 = 
qu X) 十 €, GEE (0) Tij (£)) 
(k = 0,1, N;;0 = 1,2,° ,7) 


(7-1-19) 
PAREC 为 任意 无 穷 小 参量 ), 即 IL eO ]— Ia e], 
|u (£ ;q" (f ) g^ (1! ) Qt TM (t' yd — 
|'Lase «0 TORSE AON! (1-1-20) 


引入 等 时 变 分 qaot) ESEE Ao GO RE] OE PRO 

qg €) = Aqu (t) — qi = (7-1-21) 
等 时 变 分 适合 交换 关系 (7-1-3) 式 . 经 过 与 一 阶 微 商 理论 中 类 似 的 
计算 ,可 得 
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0 =AI = Ijq' ( 5] — llqto] = 
e d 
| [aL n 4; LAN) t (7-1-22) 


(7-1-22) 式 中 第 一 项 积分 ,由 《7-1- 1) 388 Hi» 于 是 有 


[2 Es Bo/dt 十 | LAt 十 30372 D8CD ^g» |? 一 0 


(7-1-23) 
沿 着 系统 运动 的 轨 线 ,由 运动 方程 (7-1-18)、(7-1-23) 式 得 系统 的 
运动 守恒 量 


LAt + >, > pr VoDiig) = const (7-1-24) 


i=] j=l 


n N; 
Lr + SD pE PDA Ey — qt") = const 


(o = 1,2,':,7) (7-1-25) 
这 样 就 得 到 了 Lagrange 量 含 高 阶 微 商 系统 的 Noether 第 一 定理 : 
如 果 系 统 的 作用 量 (7-1-1) 式 在 含 > 个 参数 的 无 穷 小 变换 (7-1-19) 
式 下 不 变 ,那么 系统 存在 > 个 运动 守恒 量 (7-1-25) 式 . 
如 果 工 至 多 仅 含 g(t ) 的 一 阶 微 商 , 则 


Ü ( 一 2,3，……A 人 Vi) 
(一 1)》 — 7-1l- 
dg 
那么 (7-1-25) 式 可 化 为 
Le 十 > 1 — gir) = const (7-1-27) 


xx 4&6 8p E — Bro dS e Noether 第 一 定理 的 结果 . 
将 上 述 一 般 结果 应 用 于 时 间 平 移 不 变性 和 空间 平移 不 变性 ， 
可 分 别 导 出 相应 的 守恒 量 ， 
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(1) 当 艺 不 显 含 时 间 上 时 ,作用 量 在 时 间 平 移 变 换 下 不 变 . 时 
间 和 平移 变换 为 
t =t + eg Œ) =g(t) G-—1,2,75n) (7-1-28) 
此 时 r=1, 6 一 0G 王 1，2，…，72)， 代 人 (7-1-25) 式 中 得 系统 的 守 
fH Eb 
L 一 » 337277 — const (7-1-29) 


r=] j—I 


如 果 艺 至 多 仅 含 9 9 的 一 阶 微 商 ,那么 (7-1-29) 式 可 化 为 
L- > - d —L-— Mp4 —const — (7-1-30) 
q ;一 1 


i=l 


(7-1-30) 式 为 系统 的 Hamilton 量 守 恒 ,(7-1-29) 式 为 系统 的 广义 
Hamilton 量 守恒 . 
(2) 当 世 不 显 含 w 时 ,作用 量 在 空间 坐标 平移 变换 下 不 变 : 


t =f, g" (t) — q' Ct) = EQ; ; (7-1-31) 
H A ôA Kronecker id & G,;—1,2,,»0. HERI] r=0, H C7-1- 
25) 式 得 系统 的 守恒 量 
N.—1 


aL 
pi —fin — (c D^) 3 (D'*!g) — const 
k=0 


(7-1-32) 
下 面 讨 论 高 阶 微 商 系统 的 正则 形式 .系统 的 (正则 )Hamiiton 
量 记 为 | 


H (qp?) = > > pr gry — LGiq qiu) 
f=] s=0 


(7-1-33) 
其 中 最 高 阶 微 商 qoo Br EM E EX CO-1-14b) ARK ÑE. 在 正则 
变量 qu. p? 的 任意 变 分 下 ,系统 Hamilton 量 的 改变 为 


, Nd 


BH— > > ian) d pE + pP dgan) — 


r=] s—0O 
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N.—1 


A i aL 
—— 6g (7-1-34) 
2.2; 9 Qc) 16) 


由 (7-1-14b) (7-1-14) X 48 


OH 一 EE 2 Mis 十 Xx 9 一 


r=] s=0 3. 


"M 一 一 之， 2r =r go 一 
9 do) 


i=] 5-0 


- qk) + 


n N2 "n. NTI - 
SD EDan + D Doden pi (7-1-35) 


t=] s—0 r=] s=0 
利用 系统 的 Lagrange 方程 
»» DD | -0 (7-1-36a) 
i-] dc) 
ay $ 
IL JOD , 
— = pi = f 7-1-36b) 
d Qc P Pin 


可 将 (7-1-35) 式 化 为 
n n Nz n N2 
òH —— JP ddo — 2 PV deao + 2 uod? = 
| i=] 


t=] s—Ü r=] s$—0 


n Mj n N.—!1 
— 94 Db dg 十 dp? (7-1-37) 


可 见 SH 仅 依赖 于 正则 变量 及 其 变 分 . 
为 一 方面 , 义 有 
-55 2 agi + 55 Sap pe (7-1-38) 


比较 (7-1-37)、 rT 


xx rq 十 303 joe = —0 (71-39) 


i=] s— i=] 了 一 
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式 中 


Jü (o9 3H 
二 一 p 一 一 (7-1-40a) 
Òq) P d qt | 
"y . 
一 (1-1-40b) 


óp? 4? 93g? 
由 于 正则 变量 的 微分 5gi,, 和 5g 彼此 独立 ,由 (7-1-39) 式 可 得 
a H 


qs 一 3 pe (7-1-41a) 

. aH 

p” = 3 (7-1-41b) 
| (s) 


(z — 1»2»*** 95585 — 0,1,2,-*. N; 一 1) 
(7-1-41) 式 为 广义 力学 系统 的 广义 正则 方程 . 它们 是 正则 变量 
qi; C q').qu (= 大) , QU, 一) 和 pO, pP pr 的 一 阶 微 


分 方程 ,共计 2 LN. 个 方程 . 对 所 谓 广义 正规 Lagrange 量 系统 ， 


正则 方程 (7-1-41) 式 和 Lagrange 方程 (7-1-18) 式 是 等 价 的 ， 

从 位 形 空间 描述 过 渡 到 相 空 间 描 述 ,Hamilton 量 (7-1-33) 式 
是 利用 正则 动量 的 定义 (7-1-14b) 式 消去 其 中 最 高 阶 微 商 ovo If 
得 的 . 由 (7-1-14b) 式 如 能 解 出 所 有 的 gw，, 并 将 其 代入 (7-1-33) 式 
即 可 得 到 用 正则 变量 给 出 的 Hamilton 量 .根据 隐 范 数 存 在 定理 ， 
由 (7-1-14b) 式 可 解 出 所 有 gw 的 条 件 是 相应 的 行列 式 满 在 
9 pc? 
9 qiu) 


2 


det — det 


à 
9 qu 9 di » 70 (7-1-42) 


适合 (7-1-42) 式 的 Lagrange 量 称 为 广义 正规 Lagrange E. WA 
(7-1-42) 式 为 0, 那么 由 (7-1-14b) 式 就 不 能 解 出 所 有 的 qvo. 从 
而 ,由 Lagrange 体制 描述 过 渡 到 Hamilton 体制 描述 ,就 不 能 按 上 
述 广 义 正规 Lagrange 量 系统 那样 来 实现 ,这 种 情形 将 在 本 节 以 后 
详细 BE. 


-am rn he r 


3 7-2 高 阶 微 商 育 异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 


当 广 义 力 学 系统 的 Lagrange Æ Ligongo ,94w)) 的 广 
X. Hess 4B EE 


3L 3 (NiD 
[H;] = | |= P | (7-2-1) 


9 div pa qiu d Qiu) 


的 行列 式 为 0 时 ( 即 广义 Hess 和 矩阵 是 奇异 的 或 退化 的 ), 该 
Lagrange 量 称 为 广义 奇异 Lagrange 量 , 此 时 ,由 正则 动量 的 定义 
式 (7-1-14b) 式 不 能 完全 解 出 所 有 广义 坐标 的 最 高 阶 导数 ,因而 也 
就 不 能 按 S 7-1 中 的 方式 过 渡 到 Hamilton JE x. 

由 (7-1-14b) 式 有 


L 
-CO fi (t;q* d» ,'** ,9CN ) ) 


9 
p^? = pyy = — 
Purn, d Quy, 


(i = 1,2,3,-,n) (7-2-2) 
设 广义 Hess EKRA ROR «2, H (07-2-2 HT UR RA 
义 坐 标的 最 高 阶 微 商 , 即 
dix» = P pT? sgio sgin) 
(r—1,2,,R;ipp— R+1,R + 2,,n) (7-2-3) 
将 (7-2-3) 式 代 人 Hamilton 量 


H — bé quo» 一 Litiges qo) (7-2-4) 
中 (为 简化 记号 ,重复 指标 代表 求 和 ), 则 它 应 有 如 下 形式 ， 
H = H(t;g qt pi) (7-2-5) 


式 中 gino 为 未 解 出 的 那 n 一 R 个 最 高 阶 微 商 . 由 于 Hamilton & 
(7-2-4) 式 中 直接 依赖 于 qw» ;并 且 经 由 go” 间接 依赖 于 gfw,), 按 广 
义 正则 动量 的 定义 有 
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aH - aL 
o —|Pt—Bgg.|t 
qi» QO ，) 
do CN 一 1) IL 
r -| 一 人 0 -2- 
9 qtu » 9 qt.) (7 2 6) 


即 利用 广义 正则 动量 的 定义 ,系统 的 Hamilton 量 与 最 高 阶 微 商 
qv oJ X. 
wb 9L 
' 9 Qiu.) 
UJ X Hess % EE RJ £x y R, d (7-2-20 X n] f iH. RA gto 
(r=1,2,*, R), BI (7-2-3) A. 3 (7-2-3) XLI A (7-2-2) A, H HJ F 
的 n— R 方程 ,可 得 
pr* — V.tiqusprr o) 
(p—R-41,.*,2) (7-2-8) 
(7-2-8) A PAR BET AE s B 3c S T CER geny o D MIR AS 
从 (7-2-2) 式 还 可 解 出 更 多 qw GI! — 1,2 RSR) RSRS 
X. Hess 和 矩阵 的 秩 为 尺 矛 盾 . 将 (7-2-8) 式 写 为 
dique. pe) = pr —VW.q.p)20 
(a = R+1,R o-2,:,.n) (7-2-9) 
(7-2-9) 式 为 广义 奇异 Lagrange EOU X. 7) 2£0 & SE 89 87 2 2998 , 
此 约束 来 源 于 Lagrange 量 的 奇异 性 和 系统 正则 动量 的 定义, 得 出 
此 初级 约束 ,没有 利用 系统 的 动力 学 方程 .初级 约束 和 Hamilton 
量 中 均 不 含 广义 坐标 的 最 高 阶 微 商 gtw). 可 见 ,广义 奇异 Lagrange 量 
系统 ,在 相 空 间 描 述 时 为 广义 约束 Hamilton 系统 . 
此 外 ,从 广义 动量 的 定义 式 (7-1-14c) 也 可 能 导致 正则 变量 间 
存在 约束 "24 ,但 Saito 等 人 指出 这 些 约束 为 次 级 约束 
下 面 讨论 此 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 . 将 (7-2-3) 式 代 
入 (7-1-33) 式 ,并 由 (7-2-9) 式 ,让 pr" 二 本 ,十 Bi, 得 


— H = H(t;qis p) (7-2-7) 
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H (tiq p?) = H.Gsqto BP) + ain Pa 
(a = 1,2,*,n — R) (7-2-10) 
式 中 
Hi sqi spi) — pr ers po O saosin) 十 

Vig sbr* ")qp + 

pi Vao — Laidos dixo? c (7-2-11) 
(7-2-11) 式 中 第 三 项 对 s 求 和 由 1 到 NN; 一 1 并 将 该 式 关于 正则 变 
E qu pi? 求 微 商 ,注意 五 .通过 9 和 Ys ERR go 和 pe, TE 
得 


JH gv aL 

e — (s—1) p P 0 
Jg. Pi 十 qu, Jd, 23d, (7-2-12a) 
2H. a | 
3 pj? = qn 十 dup 350 (7-2-12b) 


对 s=0, h Lagrange 方程 (7-1-36b) 式 用 pO RE 23 L/2 gio,; 对 
5>>0, 用 (7-1-1l4c) 式 ,并 用 约束 关系 (7-2-9) 式 代替 VL EG 


y a H, 9 中 
Qt) ^ 9 pf? 十 Àa 3 pi? (7-2-13a) 
3 H 9 d? 
PAL — AI (7-2-13b) 
P d gt | 9 doo) | 
(z —1,2,:7,5;5 = 0,1, N; — ] ) 
AP 1 — —q0,. 方程 (7-2-13) 式 又 可 写 为 
`. aH 
gs) 259 (7-2-14a) 
3 H 
Dx (7-2-14b) 
P TA 


其 中 HG H.T- X4 为 总 Hamilton 量 . (7-2-14) 式 为 高 阶 微 商 奇 
异 Lagrange 系统 的 广义 正则 方程 . 文献 [19 | 中 指出 ,这 组 方程 和 
Lagrange 方程 等 价 .方程 (7-2-14) 式 是 二 阶 微 商 奇异 Lagrange B 


304 


系统 正则 方程 的 推广 2. 

在 上 节 中 对 广义 正规 Lagrange 量 的 广义 力学 系统 ,已 得 到 
(7-1-37) 式 .从 推导 过 程 可 以 看 出 ,无 论 是 广义 正规 Lagrange 量 
系统 或 广义 奇异 Lagrange 量 系 统 ,(7-1-37) 式 总 是 成 立 的 ,也 就 
是 说 ,Hamilton 量 的 变 分 仅 依赖 于 正则 变量 gm 和 pi? 的 变 分 egt 
和 8p:”. 于 是 对 广义 奇异 Lagrange 量 系统 , 仍 可 导出 (7-1-39) 式 ， 
Rp 


42 a HA a 
- [59 - 57 agio +| dts — 755p? — o (7- 2- 15) 


但 对 于 奇异 Lagrange 量 系 统 , 正 则 变量 gio p? 彼此 间 不 是 独 
立 的 ,它们 之 间 存 在 约 东 条 件 的 限制 , 即 正 则 变量 应 满足 约束 条 件 
(7-2-9) 式 ,正则 变量 的 变 分 适合 

I óqto 十 m ph = (7-2-16) 
5| À Lagrange RTF 1(2(a-1,2,*:,n— RO, (1-2-15), (7-2- 
16) 式 ,得 


- E 25s agi, 十 
p 一 P —wv POIDS 一 (7-2-17) 
选取 Lagrange RTF 4^(2(a—1,2,**,n— R) ,使 其 适合 方程 : 
qc = 2 S (7-2-18a) 
pi — y —X* Ss (7-2-18b) 


XX EE C7-2- 120 A PR TF 85 Jg REB S] gg 和 8p5 彼此 是 独立 的 ,从 
而 (7-2-17) 式 中 ògo A Gp? 前 面 的 系数 应 为 0, 即 这 些 系 数 仍 适 
合 (7-2-18) 式 , 即 是 说 ,所 有 的 qu pP? LY Oo BUE. 
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am 1 9Hs m 
dio ~ yu p) OC— PP Ddos pom 
(1= 1,2.,*,255— 0,1,2,--, N; — l;a = 1,2,*,n—RK) 


(7-2-19) 
其 中 Hi 二 五 .二 XB! 为 总 Hamilton Æ. (7-2-19) 式 为 高 阶 微 商 
奇异 Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 . 与 (7-2-14) 式 对 比 , 可 见 
Lagrange 乘 子 人 人) 相应 于 未 解 出 的 广义 坐标 最 高 阶 微 商 qtv 
正则 变量 qiu pe G 1,2, n;550,1,2,- ,Ni 一 1) 和 时 间 
t 的 任意 函数 (i;g,p;”) 的 时 间 全 微 商 为 


dF EN oF IF. (s) 
di^ at aquo T PP (7-2-20) 


将 (7-2-19) 式 代 人 (7-2-20) 式 ,得 


SE ~ 2d 十 (F,H,) + (EF, d?) (7-2-21) 
其 中 广义 Poisson 括号 定义 为 
(FG) = pL To — Ies 9G (1-2-22) 


基本 广义 Poisson 括号 为 
(Quos; ) = 60, dedia) = 0, (577. 5^) —0 
(2,7 = 1,25,7:,2570,5 = 0,1,2," N; — 1) (7-2-23) 
初级 约束 的 自治 性 条 件 要 求 约 束 随 时 间 演 化 是 稳定 的 . 由 
(7-2-21) 式 有 


d$? 34 
dt ^ 3t a He? + A {Dr Da) 220 
(a = 1,2,:- .H 一 R) (7-2-24) 


(7-2-24) 式 可 能 为 一 恒等式 ,或 者 可 能 确定 Lagrange ÆT XG), 
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或 者 导致 有 别 于 初级 约束 的 正则 变量 间 的 新 关系 式 .将 这 些 正 则 
变量 间 的 新 关系 记 为 

(tiq pi") A 0 (7-2-25) 
(7-2-25) 式 称 为 次 级 约束 . 由 次 级 约束 的 自治 性 条 件 可 导出 其 他 
次 级 约束 , 即 
ad! 

ot 

这 样 , 从 每 一 个 初级 约束 D 出 发 , 均 可 导出 相应 的 次 级 约束 ,这 个 
程序 直至 


"'!-— 
a 


D 


+ ($, Hr} eO 


IPE 十 (DHr) =h (em) 
HIE. 

所 有 约束 (初级 和 次 级 ) 可 分 为 两 类 .一 个 约束 $B 如 果 和 所 有 
其 他 约束 D, Mi 4 D, p) 220(mod È.) , ME ,为 第 一 类 约束 
(记号 A*0(mod PARER 220 的 超 曲 面 上 ,等 式 A 二 0 
成 立 ) ;否则 , 称 第 二 类 约束 ,全 部 约束 可 以 通过 线性 组 合用 其 等 价 
的 约束 代替, 这 种 组 合 使 尽 可 能 多 的 约束 变 为 第 一 类 约束 ， 

对 第 二 类 约束 0,0, n5] A Dirac 括号 , 即 


(F,G)ìp — (E ,G) m (F 0c (10,,Gj 


AP cg! 1E (0,0; ca —9;. 在 Dirac 括号 下 ,由 于 对 任意 动力 学 
变量 下 , 均 有 {90,F)b 二 0. 因此 ,第 二 类 约束 可 视 为 强 等 于 0, 即 
0; 70. 


$7-3. 约束 乘 子 的 确定 


本 节 将 动力 学 变量 的 演化 方程 (7-2-21) 式 写 为 另外 的 形式 ， 
阐明 广义 正则 方程 (7-2-19) 式 中 与 约束 相 联 系 的 缮 子 义 (2) 被 确 
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定 的 情况 . 

设 初级 约束 oso 中 既 含 第 一 类 约束 A 0(a — 1,2, 
4), 叉 含 第 二 类 约束 0, 220(5,—1,2,*:,B5 AHB =n— R). 次 级 
约束 中 的 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 分 别 为 A。 守 0 RI 8, 220. 即 所 
有 第 一 类 约束 函数 为 A. 一 (A, ,人 ) ,所 有 第 二 类 约束 函数 为 二 
Os ,6,,). 正则 方程 中 的 kgs 项 可 写 为 


Ad? 一 Va A, 十 vs A (7-3-1) 
将 (7-3-1) 式 代 人 (7-2-21) 式 中 ,得 
E ae E (FH) + v (EA) + o (E8) (7-3-2) 
对 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 分 别 写 出 自 洽 性 条 件 
4A, NE 
d (7-3-3) 
VAN (7-3-4) 


从 方程 (7-3-3)、7-3-4) 式 可 以 确定 约束 乘 子 . 与 初级 第 一 类 约束 
相 联 系 的 乘 子 w, 不 出 现在 方程 (7-3-3) 式 中 ,表明 乘 子 w 完全 不 
能 确定 . 此 不 定 乘 子 的 数目 等 于 初级 第 一 类 约束 的 个 数 . 
为 了 确定 v , 需 先 写 出 第 二 类 约束 的 Poisson 插 号 构成 的 矩 
BE , Bp 
(0, 05 ) (06,0, 1) 
c= | 


TEMEER E VEM 
HAB EE oc id JJ 
Cw = 106,,0,) (7-3-6) 
C Bg xi d PEU S C, REEN cw 适合 
Cty = Oy, (7-3-7) 
H (7-3-4), (7-3-7) R14 | 
Uy Az C, i (18, H.) + 20, (7-3-8) 


308 


由 (7-3-3)、(7-3-7) 式 还 可 得 
-i 30, 
og 0Ha e TT 
将 vs 的 表达 式 (7-3-8) 式 代入 (7-3-2) 式 ,得 


dF aF . | 
dt ED + {F FH F Va F.A, ; — 


| ~ 0 (7-3-9) 


30, 
ET 
此 式 也 可 表示 为 男 一 形式 . HOP 0, } 乘 (7-3-9) 式 ,然后 再 对 5, R 
和 ,将 所 得 结果 加 在 (7-3-10) 式 右 端 ,得 


dF a3F 
di ~ at 十 (F.H, Tow iF Aa) m 


Cho (06,, H,) 十 


(F,0,j (7-3-10) 


3 0, 


cvs | (0,, H,) 十 3: (F,0,] (7-3-11) 
C-3-1D XP £8 T FUB 58 2S 29 R.0,, 5) SR — 28 2] WR. A TR 
BRI SET. v. 是 完全 任意 的 ， 
利用 Dirac 括号 ,(7-3-11) 式 又 可 写 为 
dF aF 


gr Ear t (FH + v SAL) — 


20, 
[F ,8, cs 3, (7-3-12) 


3 7-4 第 一 类 约束 与 规范 生成 元 


4H 75 [B] EE S PROC 下 对 时 间 的 全 微 商 由 (7-3-12) 式 给 出 . 设 
为 任 一 小 量 , 将 下 做 Taylor 展开 ,由 (7-3-12) 式 得 


FG — F0) + èf $+ UH, + 
va {PsA} — FA! E] (ren 
1 1 t Jio 


其 中 代表 与 第 一 类 约束 相 联系 的 任意 乘 子 取 v 时 函数 下 的 
值 . 当 此 任意 约束 乘 子 取 wv 时 ,同样 可 写 出 与 (7-4-1) 式 类 似 的 表 
KR 将 约束 乘 子 v 和 vw, 联系 的 两 表达 式 相 减 ,得 

SF 一 e, (F.A, ) (7-4-2) 
式 中 

E = Oto, (0) — v, (0)) (7-4-3) 
可 见 , 对 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 并 显 含 时 间 的 系统 ,选取 与 第 
一 头 初 级 约束 相 联 系 的 不 同 滋 子 所 得 到 的 Ff, 和 FF, 之 间 可 以 通 
过 一 个 无 穷 小 正则 变换 (或 称 为 规范 变换 ) 联 系 起 来 ,此 正则 变换 
不 影 啊 物 理 态 . 正则 变换 的 母 也 数 (或 称 生 成 元 ) 为 初级 第 一 类 约 
R Aa 由 (7-4-2) 式 系统 的 正则 变换 为 

qi. = €, (Qto Aa) (7-4-4a ) 

òp = €, (P? ,A, ] (7-4-4b) 
由 此 可 知 , 对 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 并 显 含 时 间 的 系统 ,初级 
第 一 类 约束 A, 可 以 作为 规范 变换 的 生成 元 (简称 规范 生成 元 ) ,由 
它们 产生 的 无 穷 小 正则 变换 , 即 导致 正则 变量 qoM p? 的 改变 ， 
这 种 改变 不 影响 物理 态 . 

按 (7-4-2) 式 相继 进行 两 次 正则 变换 , 即 先 做 参数 为 6 的 变 
换 ,再 做 参数 为 ww 的 变换 ,得 
F =F 0) + e (F.A) + 


wy (FC0) F €, {F ,A 4 } (7-4-5) 
将 上 述 两 变换 次 序 倒 过 来 做 ,得 
F =F(0) + wa {F Au) + 
&, (C0) 十 e, EF ,A,) Aa) (7-4-6) 
将 (7-4-5)、(7-4-6) 式 相 减 ,利用 Poisson 括号 的 Jacobi 恒等式 ,得 
ÒF = E, wa {F , {Aa ,A )) (7-4-7) 


可 见 ,两 个 初级 第 一 类 约束 的 Poisson fẹ (A, s Aa, } 也 可 作为 无 
穷 小 正则 变换 的 生成 元 ,生成 物理 态 之 间 的 等 价 变换 . 两 个 第 一 类 
约束 的 Poisson 括号 仍 为 第 一 类 约束 , 即 (A。 As } 为 第 一 类 约束 ， 
此 第 一 类 约束 可 以 是 初级 第 一 类 约束 ,也 可 以 是 次 级 第 一 类 约束 . 
这 样 就 很 日 然 的 将 Dirac 猜想 推广 到 显 含 时 间 的 高 阶 微 商 奇异 
Lagrange 量 系 统 , 即 所 有 第 一 类 约束 (初级 和 次 级 约束 ) 均 是 规范 
变换 的 生成 元 ,它们 生成 物理 态 之 间 的 等 价 变 换 . 

如 条 此 时 Dirac 猜想 成 立 , 次 级 第 一 类 约束 也 应 像 初级 第 一 
类 约束 那样 加 和 到 Hamilton 量 中 . 对 于 仅 含 第 一 类 约束 的 系统 ， 
设 所 含 的 初级 第 一 类 约束 为 A (aim 1,2. n — RO ,次 级 第 一 类 
约束 为 A (as= 二 1,2,…,B'). 系统 的 广义 正则 方程 应 由 扩展 
Hamilton 量 

Hg = H; EA, — H. + XA, HAA, (7-4-8) 

FT, RP F AREER Lagrange T. 

由 总 Hamilton 导致 的 正则 方程 可 与 Lagrange 方程 等 价 ,而 
由 扩展 Hamilton 导致 的 正则 方程 似乎 不 能 与 Lagrange 方程 等 
价 . 一 般 来 说 ,Dirac 猜想 是 不 成 立 的 ,这 个 问题 在 后 面 还 要 举 反 例 
来 说明 . 但 是 ,对 一 些 重 要 的 物理 系统 ,Dirac 猜想 尚未 导致 不 合理 
HAR. 


$7-85 规范 生成 元 


规范 理论 在 现代 场 沦 中 占 十 分 重要 的 地 位 ,这 个 理论 具有 定 
(局 ) 域 规范 不 变性 ,该 变换 中 含 任意 函数 ,如 杨 -Mills 理论 .引力 
和 超 引 力 理论 等 . 规范 不 变 的 Lagrange 量 是 奇异 的 . 对 于 一 个 奇 
异 Lagrange 量 系统 ,分 析 系 统 所 含 的 Dirac 约束 ,从 规范 对 称 性 
出 发 ,可 以 构造 与 第 一 类 约束 相 联系 的 规范 对 称 生成 元 ,从 而 给 出 
规范 变换 的 具体 形式 . 对 二 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 规范 生 
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Roc Mg o fET WESECUU ,这 里 假设 系统 仅 含 第 一 类 约束 ,来 
研究 含 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 规范 对 称 性 及 其 对 应 的 
生成 元 ,并 假设 Lagrange 量 不 显 含 时 间 zt. 其 出 发 点 是 在 规范 变换 
下 ,保持 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 


4, 9Ha bo m 3 H4 
Q (s) 9 pf? , t 9 qi, (7-5-1) 
Plais p) 一 0 (mod d?) 


不 变 , 来 给 出 该 系统 规范 生成 元 的 构成 . 其 中 
Hr = H, + x4 (7-5-2) 
式 中 :Bs Jj ql 2R 23 9R LA 02 33 Lagrange $T. 3x H 890] i6 4 Bj fl 
工作 -2 的 推广 ， 
现 考 虑 无 穷 小 规范 变换 : 

:二 

AG) = AQ) 4-862 CE) 

qi Ct) = gu G) +H e) 

p? = pE) + L) 
WE SLE Gio pE AOM EEE RAR” Cat p 30 W E E 
则 方程 (7-5-1) 式 ,对 (ro pÀ A 99 7; BOE T 7 E 9281. 
7? EA gO 展开 ,并 利用 (gi ,zf 238 3: 892; RE C7-5- 0 R, RT 
得 


(7-5-3) 


2L 22H 2? H4 

Eo = il ot 3553 5^ (mod %2) (7-5-4a) 

9! H1 ! 9 2Ha 

CP — J aiis qp 9 -RA 

7i à qi, ,0 qla Sor 3d? p^ 7; (mod Qo) (7 D 4b) 

9d"... 9 d» 

go Eo 十 2p 9? —0 (mod 9») | (7-5-4c) 
(s) 


(7-5-4) 式 给 出 了 变更 后 “ 轨 线 ”具有 规范 不 变 的 充 要 条 件 . 
在 规范 场 论 中 ,规范 变换 含 任意 函数 及 其 微 商 ,考虑 正则 变量 
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的 变更 是 由 相 空 间 的 生成 元 G Cg o pi) 产生 . 设 G 的 一 般 形式 为 
G = S eG, Bs TAA (1-5-5) 
式 中 eG) JE REOR. 这 样 go 和 pi. 的 变更 为 


| | m | 一 3G 
Eo = ògo = D,” oG) = Det 75 (T-5-6a) 
rr k—0 P: 


7 一 Opi" — > (pP? Gi) — — Ze® Zo (7-5-6b) 
k—0 s) 


k=0 


将 (7-5-6) 式 代 人 (7-5-4) 式 ,由 于 600 的 任意 性 ,得 


555 (Gi H1 +G) —0 (mod d?) — (7-5-7a) 

3o (Gi Ha) G2 20 (mod d) — (7-5-7b) 

(G,,05) — 0 (mod 4») (7-5-7c) 
由 于 正则 变量 变 分 后 的 “ 轨 线 ”保持 在 约束 超 曲 面 上 ,在 (7-5-7c) 
式 中 对 次 级 约束 亦 应 有 {Gi,9) —0. 因此 ,Gi 可 取 为 第 一 类 约束 ， 
又 因 假 设 系 统 仅 有 第 一 类 约束 ,在 (7-5-7a)、(7-5-7b) 式 中 可 用 H. 
来 代替 Ht, 这 样 可 得 递 推 关 系 


{Gos H.) —0 (mod d?) (7-5-8a) 
G,- 1 十 (Go H » = 0 (mod p°) (7-5-8b) 
Gn = 0 (mod ®;) (7-5-8c) 


由 此 可 知 ,G 为 第 一 类 初级 约束 ,所 有 G 均 为 第 一 类 约 东 . 根据 
递 推 关系 (7-5-8b) 式 ,Gi_1 可 由 Gi 导出 ,直到 Go 适合 (7-5-8a) 式 
为 止 ,这 样 除 多 -型 约 东 外 , 求 出 所 有 Gi 后 ,由 (7-5-5) 式 就 得 到 
规范 对 称 的 生成 元 G. 下面 给 出 广义 力学 应 用 中 的 实例 ， 
现 考虑 含 高 阶 微 商 Lagrange 量 系 统 
L = qiaqi 十 4t (4t 一 qe») 十 qtto — qt? — 4todto 
下 面 求 出 规范 不 变 的 定 域 变换 .9to(s 一 0,1,2) 的 正则 动量 分 别 为 
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JL JL | 
(2) — 2 (2) — al 
pi Jq 一 Qi» P3 Jat, "FEY 
JL 
2 
一 一 一 Ü 
Pa 9 Qs) 
JL . ; 
pi” Jq! l — Pi" = gin — din — pP = 
(2 


qo) — Qi 一 qt» 
bi)? qt — P) = ql — qo 99) 
p3” 一 一 qi» 
pi? —q,— qi» — pi? = 
Qi) 一 Qi» 一 Qi» 十 Qi) 一 Qi 
py —qu) p; = qu) 一 Qt) t qi 
p 二 一 qi 一 Pi» 一 一 qt» + qis 
Xi Hamilton & 


à 
H= jp an — L= 
s= 0 


PPPE + pi gt d opi"qis 十 pi gi + pah 十 
qi 十 HP Ro 十 Qt) (gio — Qt») RE 


qo (to — 46) 十 qtoqto (7-5-10) 
系统 仅 含 一 个 初级 约束 , 即 
P — pP ax i (7-5-11) 
系统 的 总 Hamilton Æ 
Hr = H + Ap (7-5-12) 
式 中 AX Lagrange RTF. h d^ 的 相 容 性 条 件 给 出 的 次 级 约束 为 
P = (Q',Hij =— p? — qi 290 (7-5-13) 


由 次 级 约束 的 相 容 性 条 件 给 出 的 其 他 次 级 约束 为 
P = (d ,Hr = p +a — pP 220 (7-5-14) 
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P = (d&*,Hi) —— qty + pi^ 20 (7-5-15) 
Q* = (P, Hi} 一 一 pi? zz (7-5-16) 
所 有 约束 d.d DE D 均 为 第 一 类 约束 . 
现在 利用 (7-5-8) 式 的 递 推 关系 来 构造 规范 变换 的 生成 元 ,并 
R G =P, M H G+ (G,,H) —0 得 


G; 一 一 P (7-5-17) 
又 由 G,4-(G,,H.) =0 得 

G, = d (7-5-18) 
再 由 GT(G;,H.) = 二 0 得 

G, 一 一 d» (7-5-19) 
最 后 ,由 Got {G H =0 得 

G, = D! (7-5-20) 


Wi (Go, He} — 0, 3X FE , 按 (7-5-5) 式 ,所 求 得 的 规范 变换 的 生成 元 为 
G =E) Dt — e (4)? + & GP — 
€ MD 十 EHD (7-5-21) 

由 这 个 生成 元 产生 的 规范 变换 为 

0ac = (giy G} 一 0 

Sgt,) = (oG) = D'e) (D = d/dD 

6q = {gy G) 一 De 人 bb) (7-5-22) 

0p? = {pG} =— D''le(o 

pP = pP = 0 
在 这 个 规范 变换 下 ,系统 的 Lagrange 量 改变 一 全 微 商 项 , 即 


OL 一 一 gt 十 Qto€ 十 Qtos) (7-5-23) 
而 系统 的 作用 量 则 是 规范 不 变 的 . 
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$7-6 经 典 正则 对 称 性 


现 讨论 有 限 自 由 度 高 阶 微 商 系统 . 设 系统 的 Lagrange EX L 
| | 0s, d. 
Cako) Qo)??? qoo) 1.2») qo —q dco — 45d G50, 
N),3JtÉ Lagrange 量 的 广义 Hess 矩阵 


— JL — — 
[H;]= E (7-6-1) 
是 退化 的 , 它 的 秩 为 R( 二 n). 8| Fl Qstrogradsky 变换 引入 正则 
动量 


aL 
WD = 一 一 (7-6-2a) 
P 9 qtu | 
pU = IE — p? (5-2 1,2,*-:.N—1) (7-6-2b) 
9 qt 
和 正则 Hamilton E 
N—1 
H, — DPP han mm L (7-6-3) 
$—0 


(7-6-3) 式 中 的 最 高 阶 微 商 gm 由 (7-6-2a) 式 解 出 的 go 消去 .由 
于 Hess 48 ELH JRI fk Xy R, A C7-6-220 5B I. 尺 个 方程 可 解 出 
R 个 gny， 将 这 些 解 出 的 gw 代入 (7-6-2a) 式 剩 下 的 方程 ,正则 变 
量 间 存在 x 一 R 个 初级 约束 , 即 : 

| Dlo pL) x0 (a-1,2,",n— R) (7-644) 


系统 的 广义 正则 方程 可 写 为 
J aH | 
qiy 359 Au (gis Hr) (7-6-5a) 
pex 5 ~ (pP Hr} (7-6-5b) 
Qc» 


X 'BH.—H.3 X4 其中; Hr 为 总 Hamilton BS ; 1^2) J 
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Lagrange T. 
下 面 讨论 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 系统 在 相 空 间 中 的 经 典 正 
则 对 称 性 质 3.. 
现 考 虚 增 广 相 空间 中 的 有 限 连续 群 下 的 无 穷 小 变换 : 
t—t'=t + At =t + er qos po) 
do €) qi 0 = qu G) 十 Ao 0) = 
do E) d EEO :Qo » 57) 
pi? 0) — PEP E) = pP? 0) +H Api? 0) = 
p? (Oen? 0:45. p?) 


式 中 &e(o—1.2,*:,72 AAA / S B. 假设 正则 Lagrange & 
N—] 
1? = 2 PLi m H, 
在 (7-6-6) 式 变换 下 ,适合 L — EDA, A P A'— A goap), 
D=d/dż. 由 正则 作用 量 ( 略 去 对 重复 指标 的 求 和 号 ) 
dn | Cape — Hd (7-6-7) 


(7-6-6) 


的 变 分 ,可 得 


SIP STI? 
Spe 59pP + dor dq + DLP ègo 十 


(Paen — HA | = DA (7-6-8) 
式 中 01" /0pi" 和 91" /ðqo H (7-1-40) A 25 H if 
Op? = Api? — PLA, go = Ado — qiyAt (7-6-9) 
假设 约束 条 件 (7-6-4) 式 在 (7-6-6) 式 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 即 
人 


3 p? 
十 pb 一 0 (7-6-10) 
Ia K 255 Pi 


利用 Lagrange RF 六 (1) 乘 (7-6-10) 式 ,并 对 指标 a 求 和 ,将 所 得 
“结果 与 (7-6-8) 式 结合 ,根据 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 
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(7-6-5) 式 ,得 
| pL — Hr — A = const 

(0 = 1],2, ,7) (7-6-11) 
这 样 就 得 到 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 正 则 形式 的 广义 
Noether 第 一 定理 , 即 如 果 在 (7-6-6) 式 变换 下 ,系统 的 正则 La- 
grange 量 L 改变 一 个 时 间 的 全 微分 项 , 且 约 束 条 件 (7-6-4) 式 在 
(7-6-6) 式 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 那 么 该 广义 约束 Hamilton 
系统 在 相 空 间 中 存在 守恒 律 (7-6-11) 式 . 

如 何 寻 求 变换 (7-6-6) 式 ,在 其 变换 下 使 正则 作用 量 和 约束 方 
Té^r ANE (7-6-8)0(7-6-100 AW? iE N—2 且 (7-6-6) 式 中 的 生 
成 函数 .6) .9 不 依赖 于 go 和 pe G—0, 1) ,并 将 (7-6-6) 式 代 
人 正则 作用 量 不 变性 的 基本 方程 (7-6-8) 式 ,比较 该 方程 两 端 gc 


和 pi^ 相应 的 各 次 系数 ,可 得 到 关于 未 知 量 r EO 的 偏 微分 
Jr £8 £g VE 


96 gt 9 A 
i) (s) — H. = ————- (7-6-12a) 
P 3 p9 3 p? 3 p? 
g E™ ati aA 
(2*0 — H, 一 -二 (7-6-12b) 
P 3 pO 3 pi? 9 pO 
JE PE ad aA 
a(l) 十 (3) “oO 0 H. — = (7-6-12c) 
7 TP LM Jq aqin 


9 £5, 9 € j | 
2t 十 3 gi, 4? 
| (9H a H Qc OT . 
eo " ; - 1 m IE RE F ' | m 
^1 3 qto 9 Qt» dt Ido P 
IH. ，_ JA , 230A, 
9t ad 9 qo 24i, 1" 
将 (7-6-6) 式 决定 的 等 时 变 分 8 和 Opi? 代 人 (7-6-10) 式 ,得 
3 p? " 3 D? 
3 "UN (£5 一 (s 9 pf? 


7; Og D — m s) 359 十 j| 2 


(7-6-12d) 


$0 — p?r)-—0 (76-13) 
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偏 微分 方程 组 (7-6-12)、(7-6-13) 式 是 关于 未 知 函 数 L8 977 
(i—1,2,*.n55—0,1;:0— 1,2, ,7) 的 方程 组 ,并 称 该 方程 组 为 
高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 正则 形式 的 广义 Killing JEH. 
在 H. AD 给 定 后 ,如 果 广 义 Killing 方程 组 有 解 c cos ou b 
么 ,该 广义 约束 Hamilton 系统 存在 守恒 律 (7-6-117 式 . 
现 讨 论 系 统 在 无 限 连续 群 下 的 变换 性 质 . 其 无 穷 小 变换 为 
t 一 上 十 At 一 上 十 SoDie 0) 


qu G ) = qu G) + Aqt (t) = 
K 
qo E) + > LP, D'e, Ct) (7-6-14) 
k=0 
p). 0) = pP? o) + Ap? oq) = 


M 
pP 0) 十 > ee Dre () 
"m -—0 


3X ie 0)(0— 1,2, 7,7) A GST IINE XE OR C RC abe 等 均 为 
io pi 的 函数 .在 (7-6-14) 式 的 变换 下 , 设 正则 Lagrange Æ L 
的 变更 

AL? = APPa — HJ = DOYe) + Ue, (7-6-15) 


式 中 
= > uD" (7-6-16) 
n= 人 0 
I 
= > vD (7-6-17) 


HB uv FIA tao po BAR. H (7-6-7), (7-6-14), (7-6-15) 
3 18 
SZ” 
Bp 9? 


(p? Qoo PM = DCONYe,) + Ue, (7-6-18) 


js i^ qt 十 
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I Hi fe S X 


N N 
SD) = (C D f2sQ) 十 


n—60 
N a-l 


» Sc D'D[D' fD" 'e,t)] (7-6-19) 


n=0 k-0 


并 将 (7.6-9) (7-6-14), (7-6-190 RIEA (7-6-18), 18 


M 
DG DrDr| cim" TU 十 > D/"D/[aj "a Br | 十 


其 中 


K 


24 C DD bt. i bg! -|+ £c 1) *!D/ 


k=0 


Se DH D'us Je = D[ $5 + Are, 一 
n=0 t=0 


.. Li 
4 5Q) xr 十 


K J 
p? > uD Es 一 qos > a7 De, Q) | | (7-6-20) 
k-—0 j=0 
B= > (p quocp 一 HOajD'e, Ct) (7-6-21a) 
B — 十] (s)d Jii m—j—l 
»"U- $c 1) Dic Cim So |D E C£) (7-6-21b) 
B,= 3 D'D'| api" s s |D ‘le,(t) C-6-210) 
j-0 k= 
+1 of | ej 
B,— XC 1)*!D' Ok Bar ; -JD ^ le(t) (7-6-21d) 
=0 j—0 
ol" - 
B,— ZSO- 1)°D*| ajqto M -jp '"e() (7-6-21e) 
B,— >，> (— 1) Du) Dte, Ct) (7-6-210) 
n=0 k=0 


Kt C7-6-20 XX fg [6 t 1 上 积分 . 由 于 e (6 任意 性 ,可 选 它们 及 其 所 
需 的 各 阶 微 商 在 端点 上 为 0, 这样 (7-6- 20) UBL Jr EORR 0, 
利用 (2) 的 任意 性 ,于 是 得 


> 1)"D" 


xc DD! [ o, Bo- J+ Xe HD 


k=0 


o p(s Ji 
ab gg] + 


J 
Ci SP | + 2,C- 7^ HD 


of 37 
adis) 8g... — 


Seo 1)"D"u (so-1,2,,7) (7-6-22) 
n=0 


这 样 就 得 到 了 相 空 间 中 广义 的 Noether 第 二 和 定理: 如果 正 则 形式 
的 Lagrange 量 L^ 在 无 限 连 续 群 的 无 穷 小 变换 (7-6-14) 式 的 变换 
下 ,其 变更 由 (7-6-15) 式 确定 ,那么 该 系统 必 存 在 -> 个 含 泛 函 微 商 
的 微分 恒等式 (7-6-22) 式 ,并 称 (7-6-22) 式 为 有 限 自 由 度 高 阶 微 商 
系统 在 相 空 间 的 广义 Noether 恒等式 . (7-6-22) 式 成 立 与 do pO 
是 否 为 运动 方程 的 解 无 关 . 对 于 在 (7-6-14) 式 变换 下 ,其 Lagrange 
f 刀 不 变 的 系统 ,(7-6-22) 式 右 端 为 0, 此 时 将 运动 方程 (7-6-5) 
式 代 人 (7-6-22) 式 ,得 


M 


aca uu 9991 «X sare oio IP 
2, C 1) D ot =a 十 2, C 1) HD| asp > À 255] 
ad? 
Sc DDH ptu À a 2 exc 1»/*!D'|a a’gi A “|~ 
4 一 0 9 qt» 
(a = 1,2,-,7) (7-6-23) 


(7-6-23) 式 给 出 了 在 无 限 连 续 群 下 不 变性 系统 的 正则 变量 和 
Lagrange 乘 子 应 适合 的 附加 条 件 . 

我 们 知道 ,利用 Lagrange 体制 中 的 Noether 恒等式 ,可 以 证 
明 : 定 域 不 变性 系统 必 含 Dirac ZR. 同样 ,利用 相 空间 的 广义 
Noether 第 二 和 定理 ,也 可 以 证 明 : 某 些 变更 性 高 阶 微 商 系统 仍 含 
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Dirac 约 东 时 ,该 系统 为 广义 约束 Hamilton Z EU. 
考虑 一 广义 力学 系统 ,在 定 域 变 换 


t =t 
qi ED = qi) + (OD, + b. D)e,G) (7-6-24) 
PE C0) = pP Q0) F (P + cO Doe Q0) 


下 , 设 系 统 的 正则 Lagrange 量 的 变更 适合 (7-6-15) 式 , 式 中 的 
U* = w (tsqtos PO) + ut squ pE) (7-6-25) 
在 此 情形 下 ,正则 广义 Noether 恒等式 (7-6-22) 式 成 为 


3H, 
Taa] 
— 3H. fo nC) ms uL 
355] J+ p [os pi + 9 qi In 
ut — Du’ (7-6-26) 


注意 到 Ostrogradsky 变换 (7-1-14) 式 中 关于 e 的 表达 式 , 并 且 


d ƏL 3L .. JL .. JL .... 
dr Tq qq “gd  (-6-27) 
Iq o aq dg’ L 0999” 


将 C7-1-140. C7-6-270 式 代 入 恒等式 (7-6-26) 式 中 ,可 以 看 出 
9 的 最 高 微 商 出 现在 Do p?)3 2 t, A d RE D i oD 


(lejar aasa g 的 最 高 阶 导数 是 五 阶 的 . 由 于 


qi) 的 任意 性 ,各 阶 导数 项 之 和 应 分 别 为 0, 而 与 其 他 项 无 关 . 由 

q 的 最 高 阶 微 商 项 之 和 为 0, 就 有 
9*L 

9 qt59 qi; 

(7-6-28) 式 对 任意 的 9 GO. 的 五 阶 微 商 均 满足 ,从 而 
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qis) = 0 (7-6-28) 


T 
b 


. 2L 
? Igoa qia 
因为 bo 不 全 为 0, 由 (7-6-29) 式 可 知 , 此 时 广义 Hess XB RE iB 4., 
从 而 该 系统 为 广义 约束 Hamilton 系统 . 


一 0 (7-6-29) 


$ 7-7 广义 Poinearé-Cartan 积分 不 变量 


高 阶 微 商 显 含 时 间 奇 异 Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 按 
(7-3-11) 式 可 写 为 


, 2H. 3 A, 
Q i) I pe Va, 35 -一 
30,  .raà 
EIE, + (0, Ha | (7-7-1a) 
- (m) 3H. 9 Aa, 
Pi ni I qum) Tu 3 qs 
8, 30 
eri ZE + (aH) | (7-7-1b) 
d Aim dt 


Au LA, ~0 为 初级 第 一 类 约束 ;0,~0 为 全 部 第 二 类 约束 ;约束 乘 
Tow 是 不 定 的 . 

传统 的 一 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Cartan £f 
分 不 变量 的 研究 ,是 从 位 形 空 间 出 发 来 讨论 的 . 第 二 章 在 相 空 间 中 
已 建立 了 一 阶 微 商 显 含 时 间 奇 异 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré- 
Cartan 积分 不 变量 ,这 里 将 其 推广 到 高 阶 微 商 奇 寞 Lagrange 量 
系统 ， 从 相 空 间 的 正则 形式 出 发 , 以 便于 研究 三 义 Poincaré- 
Cartan 积分 不 变量 与 广义 正则 方程 间 的 等 价 性 . 

高 阶 微 商 系统 的 正则 作用 量 


P 一 NDS 一 五 .Gao v, pi" ?)jdt (7-7-2) 
现 讨 论 系统 在 增 广 相 空 间 中 的 变换 性 质 . 其 无 穷 小 变换 为 
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L— tU —t-- A =t +t) 
gin VO) — gh 1 0,6) = qii s t) + Agin- G0) 
pL (t) —- pi" Ut (1! Lg) _ pi"? 十 Api" (tyO) 


(7-7-3) 
其 中 2 为 参数 , 它 满足 
Qi _ 1 (0) 一 don 人) | (7-7-4) 
pi" ?' (0,0) = p? (0) 


条 件 . 在 (7-7-3) 式 变换 之 下 ,正则 作用 量 (7-7-2) 式 的 变 分 
81? 


A= I" (8)d8 = N 
Óqt )) 


; | Yi a 
xa ——9Qq pc pmo ópi" P 4 
DLP ddin- 十 (pg gi, — H)Ar])dr (7-7-5) 


式 中 agi. o Opi"? 为 等 时 变 分 . 其 中 
Óqqu 1) = Aq' s 1) mm qos DA | 


Sp” D = Api"? EN p" UA (7-1-6) 
而 
oJ" gp, On — 1) 9 H. 
f — 7 Pi 344 — —— 
Óqts— 1)» d Qc) (7 7 7) 
Ju `; a H, i 


8p? 一 dn—1) i J pr 
E T 29 9 ZR EDO BRE Rl E Aqu. M Ap 不 能 是 任意 的 . 
因为 约束 一 般 显 含 时 间 纪 ,对 某 一 给 定 的 时 刻 ,正则 变量 的 改变 应 
保持 在 约束 超 曲面 上 , 即 约束 条 件 在 正则 变量 的 等 时 变 分 下 应 是 
不 变 的 . 约束 加 在 正则 变量 的 等 时 变 分 条 件 适合 


9A, [| 9 A, 

3 qm_1) 十 Jp D Opi" 7 a0 (7-7-8) 
dia - 1) 
" 30, 

Tn dim- + ya dp” "0 (7-7-9) 


由 Lagrange ÆT Va, GR vs(t) 分 别 乘 (7-7-8)、(7-7-9) 式 并 求 和 , 
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然后 在 [t,t;] 上 求 积 分 ,将 所 得 结果 与 (7-7-5) 式 合并 ,再 利用 第 
二 类 约束 的 自 洽 性 ( 相 容 性 ) 条 件 确定 出 乘 子 w(i) ,得 


E: 3 A, 
I" (65. | i SP bu lI IA. 
Óq (s 1) ! dg qem—1) Og (m1) 


2 0, | 
Cip IE > + {by H | Jat. 十 
SP 9 A, 30, 

Sp D E Oa appro O ape 5 

2 | 


Chp 


+ (6, Ha) lap + 


DLP? Agin- — HAt] E (7-1-10) 
沿 着 约束 运 去 动 的 轨 线 ， 利用 约束 Hamilton 系统 的 广义 正则 方程 
(7-7-1) 式 ,由 (7-7-10) 式 有 
I (0)A0= | pi" "Aq, — HA b, — 
pi” "Aqu 7 HAt] ls (7-7-11) 
在 taom_-b 和 pi" ”所 张 成 的 增 广 相 空间 由 约束 确定 的 子 空 
间 中 , 取 一 条 闭 曲 线 C ,该 曲线 以 参数 9 来 描述 . 设 Ci 的 方程 为 
t = t.(0), qem_1) 一 qi (0), p? 一 pi (9) 
(7-7-12) 
K'B0—050—L4V3X& Ci 上 同一 点 .过 Cl 上 的 任 一 点 存在 一 条 系 
统 运 动 的 “ 轨 线 ”, 过 Cl 上 的 每 一 点 的 “ 轨 线 "构成 “ 轨 线 管 ”. 在 此 
"Sz T^ LRA —3& BL ZX C,, 使 它 包 围 此 “ 轨 线 管 ” 并 与 “ 轨 线 
管 ” 的 母线 仅 相 交 一 次 . 设 C, 的 方程 为 
t = tO) Qm- = Gea 0D, pi" = pD (0) (7-7-13) 
将 (7-7-11) 式 分 别 沿 曲线 C 和 C; 积分 ,得 


J= 中 [prDAq o 一 已 Ai] = 不 变量 
(k = 1,2) (7-7-14) 
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(7-7-14) 式 称 为 高 阶 微 商 显 含 时 间 奇 异 Lagrange 量 系 统 的 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 它 表 明 ,如 果 系 统 的 约束 A, HI 0, TE 
变换 (7-7-3) 式 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 在 增 广 相 空间 中 取 一 条 
适合 约束 条 件 的 所 曲线 C, 那 么 , 沿 着 约束 系统 运动 的 “ 轨 线 ”在 C 
上 积分 ,系统 存在 积分 不 变量 (7-7-14) 式 . 

通常 在 正规 Lagrange EA AK Poincaré-Cartan 积分 不 变量 
中 ,正则 变量 的 变 分 是 任意 的 ,不 受 任何 限制 ;而 奇异 Lagrange 量 
系统 则 不 同 , 正 则 变量 的 变 分 需 满足 (7-7-8)、(7-7-9) 式 ,才能 保证 
广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 (7-7-14) 式 存在 . 对 一 阶 微 商 奇 
异 Lagrange 量 系 统 , 文 献 [34,35] 中 的 作者 在 导出 相应 的 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 时 ,没有 正确 区 分 变量 的 等 时 变 分 和 
4 AE A ,他们 所 得 的 结果 在 约束 不 显 含 时 间或 变换 (7-7-3) 式 中 的 
At —0 时 , 才 是 有 效 的 . 


S 7-8 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 和 广义 正则 方 
程 、 正 则 变换 


上 面 从 正则 作用 量 出 发 ,利用 广义 正则 方程 ,导出 了 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 现在 反 过 来 研究 其 逆 命 题 , 即 从 广 
X. Poincaré-Cartan 积分 不 变量 出 发 ,可 以 得 到 系统 的 广义 正则 方 
程 . 考虑 一 个 广义 力学 系统 ,满足 以 下 条 件 : 

(1) 系 统 在 相 空 间 中 存在 约束 . 设 第 一 类 约束 为 A igo 
pr”) 守 0, 第 二 类 约束 为 b idm p0. 所 有 的 约束 均 满足 自 
治 性 要 求 . 

(2) 系 统 在 相 空间 中 的 动力 学 “ 轨 线 ”由 一 组 微分 方程 


gin ^9 f» ido pE sta) (7-8-1a) 
pP? ~ g7 (quo s pi Wa) (7-8-1b) 
确定 ,其 中 u AAA RR. 
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(3) TEE J dH IB] PEE FE R A 五., 它 满足 
2 A, 
dt 
(4) 在 方程 组 (7-8-1) 式 的 解 所 确定 的 “ 轨 线 管 " 上 ,党 包围 此 
“轴线 管 ? 的 闭 曲 线 C 积分 存在 广义 Poincare-Cartan 不 变量 (7-7- 
140 X. 
由 此 可 以 证 明 :该 广义 力学 系统 在 相 空 间 的 运动 方程 为 广义 
正则 方程 , 即 


+ {A,,H. I! 守 0 (7-8-2) 


oH. 3 A, 3 0, 
9 pio Ua 9 pi" T 9 pf? ° 


"i 
Qim © 


og [o5 十 (6, Ho | (7-8-3a) 
jm aH. 3 A, 9 8, 
t 一 (Us i i ° 
d Aim) 9 Gim) d Akm) 
a 
eri [77 + 0H | (7-8-3b) 


为 了 证 明 上 述 结 果 , 引 和 人 一 个 辅助 参量 w, 像 文献 L36] 中 那样 ,在 
方程 组 (7-8-1) 式 中 添加 一 个 方程 ,成 为 


1 (m) (m) 
daim de | dpi" dp 


fi f gi g. 
= dt — ndy (7-8-4) 
AP r NM AE M P HE Im. HOC-8-) Xx 18 


i 一 tCtosq'asos Pio s4) | 
din) = qim tos qinos pE s 10 | (7-8-5) 
pi? 一 pi" (tosq'yos Pio » 40) 


XX oga zi 为 初 值 ,它们 对 应 于 y= 二 0, 这 些 初 值 位 于 约束 所 
Dt iE BJ EB S m 三 中 . 取 初 值 点 位 于 三 中 的 闭 曲 线 上 ,该 曲线 用 参 
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数 0 表征. 因此 ,动力 学 “ 轨 线 管 ” 方 程 可 写 为 
Qu = Qoo (1650), pi" = pi" (1,0), t = tp,0) 

QUEE (7-8-6) 

对 于 一 个 给 定 的 02 值 , 它 相 应 于 一 条 确定 的 “ 轨 线 管 ? 母 线 ,而 参数 

Ap 的 值 则 决定 了 这 条 母线 上 的 一 点 . 令 /为 常数 ,(7-8-6) 式 确定 

TARR” LAAHR C. 设 用 字母 d 表示 对 参数 u 的 微分 ,用 

符号 A 表示 对 参数 9 的 微分 . 沿 闭 曲线 C, 根 据 广 义 Poincaré- 

Cartan 积分 不 变量 ,有 


dJ = 中 [dpi Aqu H pi dAqt, dH. 7— HdAt |=0 (7-8-7) 


将 (7-8-7) 式 分 部 积分 后 , 除 以 du—dt/z,3E fI FHC7-8-1)0 XX, 
HT r 的 任意 性 ， 从 而 有 


3 H 
am 2775] Adi T |- f. 十 了 Jp Api" 十 


d qt, 
dH. aH — 


因为 系统 的 运动 在 相 空 间 中 受到 约束 A220 和 0 之 0 的 限 

制 , 所 以 (7-8-8) 式 中 正则 变量 的 变 分 是 不 独立 的 .约束 A。 和 加 

上 等 时 变 分 上 的 条 件 成 为 (7-7-8)、(7-7-9) 式 那样 的 关系 ,引入 

Lagrange T v, 和 wv, 利用 Lagrange 乘 子 法 则 ,由 (7-7-8)、(7-7- 
9)、(7-8-8) 式 可 得 

qm S f. ne ~ F Va 225 十 vs 3 225 (7-8-9a) 


9 H, 3 A, 3 0, 


9 Qt) E 9 Qt) EE 9 qt; 
ARRAK 0, H ELT TER TE TAOE HB IET w, 并 将 它 代 入 (7-8-9) 
X R A E N D E 7-8- R, APA A 为 所 有 第 一 类 约束 
PS AC. 

由 此 可 见 ,广义 约束 Hamilton 的 广义 正则 方程 和 该 系统 的 广 
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4, (m) m 
Pi ^v Bi 人 一 


(7-8-9b ) 


X. Poincaré-Cartan 积分 不 变量 是 等 价 的 . 
下 面 讨论 广义 Poincare-Cartan 积分 不 变量 与 正则 变换 的 关 
系 .一 个 正则 变量 的 变换 
Qun) = Qiu Giqu bi) 
Pi? = PP (iq, pi?) | 
如 果 它 使 得 广义 约束 Hamilton 系统 的 广义 正则 方程 (7-8-3) 式 的 
形式 不 变 , 则 称 变 换 (7-8-10) 式 为 该 系统 的 广义 正则 变换 , 即 是 说 
如 果 存 在 函数 天 ., 使 该 系统 的 广义 正则 方程 变 为 


(7-8-10) 


t. 3K , 
em) 一 I po? — (QUK; 
AK (7-8-11) 
Pio 一 一 = Pi:™,K 
9 Qn) | ! 
式 中 
— 03x al 3 30, 
K = K. 十 v, A, — Ü,cy,; (0,, K,) 十 (7-8-12) 


at 
这 里 ,A 和 是 由 A 和 0 经 广义 正则 变换 (7-7-10) 式 而 得 的 5. 
加 果 对 一 个 广义 约束 Hamilton 系统 ,在 (7-8-10) 式 变换 之 
下 ,存在 两 个 也 数 . 和 ,使 得 
pi"Aqu, — HAt = Pi AQ — KAt — AF (7-8-13) 
那么 ,(7-8-10) 式 为 广义 约束 Hamilton 系统 的 广义 正则 变换 ， 
实际 上 ,在 增 广 相 空 间 中 任 取 一 条 适合 约束 条 件 的 团 曲 线 C， 
由 (7-8-13) 式 有 


$ (Agim — HAt) = $ (PPAR — KA). (7-8-14) 
C C 


Hi T qu GO) 和 5/7 G 适合 正则 方程 , 故 (7-7-14) 式 左 器 为 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 相应 的 ,(7-7-14) 式 右 病 对 新 变量 而 
言 也 是 广义 Poincare-Cartan 积分 不 变量 , 即 变换 后 的 “ 轨 线 ” 必 适 
ST XAR Hamilton 系统 的 广义 正则 方程 .所 以 ,(7-7-10) 式 为 
该 系统 的 广义 正则 变换 . 
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37-9 高 阶 微 商 系统 Dirac 猜想 的 反例 


约束 系统 的 Dirac 理论 在 现代 量子 场 论 中 占 重 要 地 位 ,利用 
该 理论 ,规范 场 和 引力 场 等 量子 化 过 程 中 的 主要 问题 已 得 到 解决 . 
然而 ,理论 中 也 还 有 些 基 本 问题 ,至 今 仍 在 文献 中 广泛 讨论 ,其 中 
之 一 就 是 Dirac 猜想 . 在 奇异 Lagrange 量 系 统 的 正则 形式 理论 
中 ,Dirac 曾 猜 想 : 所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 变换 的 生成 元 ,它们 生 
成 物理 态 之 间 等 价 的 规范 变换 2:. 长 期 以 来 ,关于 Dirac 猜想 是 否 
有 效 , 一 直 存 在 着 争议 -32 ,对 于 仅 含 第 一 类 约束 的 系统 ,如 果 
Dirac 猜想 成 立 ( 包 括 高 阶 微 商 系统 ), 系 统 的 正则 方程 应 该 由 扩展 
Hamilton & He Ẹ ip 9591, 
Hs = Hr + A4Xa = H. + AD, 十 AnXa (7-9-1) 
XX t d? 为 第 一 类 初级 约束 ;Xa 为 第 一 类 次 级 约束 ， 
高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 广义 Poincaré-Cartan 积分 
不 变量 和 正则 广义 Noether 定理 是 研究 Dirac 猜想 是 否 有 效 的 重 
要 工具 .在 上 面 推 导 广 义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 (7-7-14) 式 
时 ,利用 了 由 总 Hamilton 量 Hr 所 决定 的 正则 方程 ,其 中 仅 计 人 
了 初级 约束 . 如 果 Dirac 猜想 成 立 , 则 系统 时 间 演 化 由 扩展 Hamil- 
ton 量 Hs 决定 ,其 中 计 入 了 所 有 第 一 类 约束 . 如 果 除 初级 第 一 类 
约束 满足 (7-7-8) 式 条 件 之 外 ,次 级 第 一 类 约束 也 满足 (7-7-8) 式 条 
件 , 那 么 由 扩展 Hamilton & He 所 决定 的 正则 方程 出 发 ,同样 也 
可 导出 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 (7-7-14) 式 .由 此 ,得 出 
结论 :由 He 导出 的 方程 (7-8-3) 式 为 广义 正则 方程 的 充分 必要 条 
件 是 系统 存在 广义 Poincare-Cartan 积分 不 变量 .利用 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 导出 的 广义 正则 方程 (7-8-3) 式 中 , 包 
含 了 所 有 第 一 类 约束 ,其 中 已 无 法 区 分 初级 第 一 类 约束 和 次 级 第 
一 类 约束 . 这 表明 ,对 广义 约 东 Hamilton 系统 ,存在 广义 
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Poincaré-Cartan 积分 不 变量 与 Dirac J EUR 9X E de m EIN. 在 
正规 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 中 ,其 正则 
变量 的 变 分 是 任意 的 ,而 奇异 Lagrange 量 系 统 存 在 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,其 正则 变量 的 变 分 要 受到 约束 条 件 
的 限制 (约束 条 件 在 正则 变量 的 等 时 变 分 下 不 变 ). 因此 ,对 于 高 阶 
微 疝 奇异 Lagrange Eb Zt, H.J ^ X. Poincaré-Cartan 积分 不 变量 
是 否 存在 并 且 所 有 由 HE 确定 的 广义 正则 方程 是 否 能 由 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 导出 ,可 以 作为 Dirac 猜想 是 否 有 效 
的 一 个 判别 准则 . 如 果 在 给 定 的 情形 中 ,广义 Poincare-Cartan 积 
分 不 变量 不 存在 ,或 者 该 不 变量 虽然 存在 ,但 由 HE 确定 的 所 有 广 
义 正则 方程 不 能 完全 由 该 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 导出 ， 
那么 ,在 这 种 情形 中 Dirac 猜想 失效 . 


考虑 Lagrange 量 
N 
4 一 S [tozo m Ys- DZ) ] 十 TZ (7-9-2) 
s=] 


RP ro m icr) rz 84 N= AEE OTR EH 
Dirac 猜想 在 该 模型 中 失效 . AROEEUEB 04 N 2 的 高 阶 微 商 情形 ， 
由 Lagrange 量 (7-9-2) 式 描述 的 系统 ,Dirac 猜想 也 不 成 立 . 
讨论 当 N-2W. 
Ej ry. z He x. yz #0 RIE RII 3E SE 57] RE. C7-1-140 5548 
p =z, pP =0, p? =I y (7-9-3a) 
pO =z pi. py =— 2, py? — x— 《7-9-3b) 
系统 的 正则 Hamilton & 


1 
(s) (s) (s) 
H.— > [pe Tern 十 Py Yen 十 pzerDj 一 二 一 
5—0 


pO pO 十 pP yr pr pO y+ 方 (0)z 一 
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TZ yz— zz (7-9-4) 
初级 约束 
P — pP (7-9-5) 


总 Hamilton 量 Hrı=H. +49, HEP AG) H Lagrange $F. 由 约 
束 的 上 自 洽 性 条 件 ,得 次 级 约束 . 其 次 级 约束 为 


P= (d^,H.]-—— pi? — p" ze 0 (7-9-6) 
Q—(QiH,]—p9?2z0 (7-9-7) 
= {P, H, ] =z 0 (7-9-8) 


ERAR IDIGO-—0,1,2,: ERZAR. 
TH 25 [B] "P Lagrange & 


1 
全 = $PP quon — H. = 
s=0 


PPPP +H rz+rz— yz (7-9-9) 
讨论 当 N=3 h; 
5 T2) 9 Y2) 9 之 (2) Toyo zao Hl TY TH v B3 1E 0j E Sg. zd] Ei 
分 别 为 

pU — 之 (3) 

b, =0 (7-9-10) 

pe” = To yo 

pP = zo 一 p? 

pP 一 一 zo 一 pP (7-9-11) 

pi” = Xo T Ya 一 p. 

pO 一 zo 一 pP 

pO =— za — p (7-9-12) 


(00 .. (1) 
P: = Zay) — yY — P: 
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正则 Hamilton & 


à 
NE ) ) (s) (5) EN 
H. m [ps T G4 1) T PVP ya» 十 Pe Z (s p] mn L me 


PP T yo PI? 十 pU xe, 十 pP yo 十 pU zo 十 
pira) 十 Pya F pza 一 Taza 十 
Xe) T Taza 十 yz — xz (7-9-13) 
DRAR 
p’ = pP a0 (7-9-14) 
总 Hamilton 量 Hr=H. +48’. 由 约束 的 自 洽 性 条 件 , 得 次 级 约 
R. 其 次 级 约束 为 


® =(P, H) =— p? 一 PA a 0 (7-9-15) 
d^ =(P, H4) = pi" HPP zz (7-9-16) 
P =(P, Hi.) 一 一 p? sz 0 (7-9-17) 
P =(P, H) 一 一 > x0 (7-9-18) 
d» ={P, Hi} =— zo~ 0 (7-9-19) 
P —(d5,Hi) =— zoa a0 (7-9-20) 
P —(d*, H4) 一 一 p? zx (7-9-21) 
p =p, H) = " — z(^z0 (7-9-22) 


约束 . 
相 空 间 中 Lagrange 量 


I? = pg, — H. = p? pf? + 
$—0 


2 
» [Lozo 一 Ye-p2o]- zz (7-9-23) 
$—] 


如 果 系 统 的 运动 方程 是 由 扩展 Hamilton 量 He 决定 的 ,那么 
所 有 次 级 第 一 类 约束 的 线性 组 合 均 应 计 和 人 Hamilton 量 中 ( 见 (7- 
9-1) 式 ). 这 时 只 要 所 有 (初级 和 次 级 ) 第 一 类 约束 在 正则 变量 变换 
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所 决定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 同 样 可 导出 广义 Poincaré-Cartan 积分 
不 变量 . 利用 此 不 变量 可 写 出 系统 的 广义 正则 方程 ,此 正则 方程 是 
由 扩展 Hamilton 量 决定 的 ,所 有 第 一 类 约束 均 出 现在 Hamilton 
量 中 了 ,这 种 情况 下 已 无 法 区 别 初级 第 一 类 约束 和 次 级 第 一 类 约 
X. 即 是 说 ,系统 存在 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,表明 对 该 
系统 Dirac 5 48 X MS, 与 正规 Lagrange 量 系 统 不 同 的 是 ,对 
奇异 Lagrange 量 系 统 , 约 束 还 应 满足 (7-7-8) 式 ( 当 系 统 的 运动 方 
程 由 Hg 决定 时 , 式 中 的 A. 应 为 所 有 第 一 类 约束 ), 才 能 导出 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 对 于 上 述 模 型 (N= 二 2 或 N= 一 3), 所 
有 约束 须 在 正则 变量 的 等 时 变 分 gc M 8$p 下 不 变 ( 例 如 6z 守 0 
等 ). 由 于 存在 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 要 求 对 正则 变量 
的 这 种 限制 ,借助 于 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 就 不 能 导出 
由 Hg 决定 的 全 部 正则 方程 ,这 就 违反 了 广义 Poincaré-Cartan f 
分 不 变量 与 由 五 zs 决定 的 正则 方程 间 的 等 价 性 ,从 而 Dirac 猜想 在 
上 述 例 子 中 失效 . 

这 个 问题 也 可 以 用 正则 广义 Noether 定理 来 讨论 . 显然 ， 
Lagrange 量 (7-9-2) 式 在 下 列 变换 下 不 变 : 

Tu D To Yo7P Xv» Zw= pzoy (7-9-24) 

式 中 Pp 为 数值 参数 . 根据 位 形 空间 变量 表述 的 Noether 第 一 定理 
(7-1-25) 式 ,可 求 出 相应 的 守恒 量 . 

如 果 系 统 的 正则 方程 是 由 总 Hamilton 量 决定 的 ,那么 不 难 检 
验 , 相 空间 Lagrange 量 (7-9-9) 式 或 (7-9-23) 式 在 下 列 变换 下 不 
变 . 其 变换 分 别 为 


D N=2 时: 
Xuy P X Y (— L Xo» Ze Pio 
(s = 0,1) | (7-9-25) 
p — opt. 2 — pp? 
(22 N=3 时， 
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(s = 0,1,2) 
p —ppi,. PP =p p? 
9J Z& ZJX PSN —2 xXx N— 3) ^ lE CT-9-25) 3X 3X 7-9-20 
变换 下 不 变 . 由 正则 形式 广义 Noether 第 一 定理 ( 见 $ 7-6), 得 系 
统 的 守恒 量 


Xuy— To Yo Yo z= PZ 
(7-9-26) 


pr Xo H py ye — pre Zo = const (7-9-27) 
式 中 : 当 和 N= 二 2 时 ,s 二 0,1; 当 N=3 时 ,s= 二 0,1,2. 守恒 量 (7-9-27) 
式 也 可 以 用 位 形 空间 变量 表述 的 Noether 第 一 定理 导出 ( 见 
$ 7-1). 

如 果 系 统 的 广义 正则 方程 是 由 扩展 Hamilton 量 He 决定 的 ， 
那么 在 此 Hamilton 量 中 ,必须 计 人 所 有 次 级 约束 . 按 正 则 形式 广 
X. Noether 第 一 定理 成 立 的 条 件 , 所 有 次 级 约束 必须 在 (7-9-25) 
式 或 (7-9-26) 式 变换 下 不 变 , 而 次 级 约束 均 不 能 满足 这 些 要 求 , 这 
样 就 不 能 从 扩展 Hamilton 量 Hr 出 发 导出 守恒 量 (7-9-27) 式 . 这 
表明 ,Lagrange 方程 和 由 He 决定 的 广义 正则 方程 不 等 价 . 因此 ， 
Dirae 猜想 在 这 个 模型 中 失效 . 

在 (7-9-2) 式 中 ,对 N Z4 的 情形 ,经 过 类 似 的 计算 和 讨论 ,日 
得 到 任意 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 系统 ,Dirac 猜想 不 成 立 的 
结论 . 


§ 7-10 高 阶 微 商场 论 中 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 对 
称 性 


关于 动力 学 系统 的 高 阶 微 商 理论 ,已 经 研究 很 长 时 间 了 ，, 它 与 
相对 论 性 粒子 动力 学 .引力 理论 .规范 场 理论 .KDYV 方程 . 超 对 称 、 
弦 模 型 以 及 其 他 问题 密切 相关 . 近来 ,高 阶 微 商 理论 日 益 受 到 人 们 
的 关注 5 ,这 里 研究 高 阶 微 商场 论 中 奇异 Lagrange 量 系 统 在 相 
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空间 中 的 经 典 对 称 性 质 . 

对 称 性 与 守恒 律 的 联系 通常 由 Noether 定理 给 出 . 经 典 
Noether 定理 及 其 推广 “外 是 在 位 形 空间 中 用 Lagrange 变量 表 
达 的 .物理 上 许多 重要 的 系统 都 是 用 奇异 Lagrange 量 来 描述 , 例 
如 , 定 域 变换 下 不 变 的 系统 (包括 所 有 规范 理论 ) 均 是 用 奇异 
Lagrange 量 来 描述 的 . 正则 变量 在 相 空 间 中 存在 固有 约束 时 , 即 
为 约束 Hamilton 系统 . 研究 该 系统 约束 的 性 质 及 其 正则 结构 ,对 
于 动力 学 系统 的 量子 化 是 十 分 重要 的 . 文献 [40j 中 讨论 了 有 限 自 
由 度 的 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空 间 中 的 对 称 性 质 及 
其 应 用 . 这 里 研究 高 阶 微 商 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 
对 称 性 质 中, 

1. 正则 形式 的 广义 Noether 第 一 定理 

设 物理 场 由 x 个 场 量 9 (zx) 描述 (o — 1,2, 0x = Qn, 
XT) (£o = t;i = 1,2,3); 平坦 时 空 度 规 gw 一 diag(] —1 一 1 一 1)， 
其 中 uv—0,1,2.3. 设 场 的 运动 由 含 高 阶 微 商 的 Lagrange 量 来 描 
YS, Hie BUE X 


L = LIPo Pio (11,905 ] 一 | vav (7-10-1) 


式 中 9157999 等 ;dV —dz, dz; dzs, 其 中 V 为 场所 在 空 
间 区 域 . 利用 Ostrogradsky 变换 ,引入 正则 动量 
w- 9L 


Na a (7-10-2a) 
Q (N) 

nz, D 一 总 — a? (一 1,2,N 一 1) (7-10-2b) 
P (s 

或 
N—1 : . 
d òL 

no = 》 (一 17) 一 < 一 一 (7-10-2c) 

2; dz 09 G+) 


可 将 Lagrange Té yi3 83 Hamilton 描述 . 系统 的 正则 Hamilton 
t 
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H.| 9t AS] =| sr. aV — 


| Penis — LV — (-10-3) 


它 借 助 于 (7-10-2a) 式 消去 其 中 最 高 阶 导 数 pv 而 得 .重复 指标 代 
表 求 和 ,a 由 1 到 nn,s 由 0 到 NN 一 1. 对 奇异 Lagrange 量 系 统 ,其 广 
X. Hess 5B EE| H 4 是 退化 的 , 即 
] "JE 

det |H,4] = det Ôp P Én) 
因而 由 (7-10-2a) 式 ,不 能 全 部 解 出 9iwy 作 为 正则 变量 9 和 x 
的 函数 . 设 Hess 矩阵 的 秩 为 R, 于 是 正则 变量 在 相 空 间 中 存在 
n— R^r £j 9& S& fr , Bp 

| Ppi’) 20 (a-—1,2,"5n»— R) (7-10-5) 
并 称 (7-10-5) 式 为 初级 约 东 .此 广义 约束 Hamilton 系统 的 广义 正 
则 方程 


一 0 (7-10-4) 


91, = (Pios Hr), nO? = (n9, Hr} (7-10-6) 
式 中 :7 为 总 Hamilton 量 ， 
Hr= H.+ H' =| (H+X6) dy  (7-10-7) 
而 C 为 拉 氏 乘 子 ;{ 。。 } 代 表 场 的 广义 Poisson 括号 , 即 
PG- [ BF èG èF èG 


09 t, Ori? E Or? 0g t, 
按 约 束 系 统 的 Dirac 理论 ,由 约 东 的 相 容 性 条 件 , 可 逐次 确定 
次 级 约束 , 即 


dV (7-10-8) 


Pi= {Bs 1, Hr 0 (7-10-9) 

Hx 
QT —(O07,Hj;)—c4,0; <m) (7-10-10) 
为 止 . BUS HDR (0 8] 4 RR — AARD, 如 果 对 其 他 约束 
D, HEAO, D} 二 0(mod 6 2, BW fk  , RT 45 — XAR A 
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则 ,约束 是 第 二 类 的 . 

按 高 阶 微 商 系统 的 Dirac 猜想 ,所 有 第 一 类 约束 (包括 初级 和 
次 级 约 东 ) 均 是 规范 变换 的 生成 元 . 如 果 这 个 猜想 成 立 , 那 么 含有 
3] 2855 — 38 2] 3 0 9220(a 1,2, ,上 月 ) 和 次 级 第 一 类 约束 X, 守 0 
(5 二 1,2,…,m) 的 系统 ,其 运动 方程 应 由 扩展 Hamilton & 


He = | (H.+ XB + Xd (T-1011) 


FH, Ep Xlr) 和 l) 均 为 Lagrange (约束 ) 乘 子 .长 期 以 来 ， 
对 Dirac 猜想 一 直 有 争论 . 前 面 已 举 出 反例 ,说 明 Dirac 猜想 失效 . 
从 系统 总 Hamilton 量 出 发 导致 的 广义 正则 方程 ,可 与 对 应 的 
Lagrange 方 程 等 价 . 因此 ,广义 约束 Hamilton 系统 的 广义 正则 方 
程 由 (7-10-6) 式 给 出 . / 

考虑 系统 的 正则 作用 量 


P 一 | | dvdr = 


MEM — dV dt (7-10-12) 


在 时 空 坐标 和 正则 变量 的 有 限 连续 群 下 的 变换 性质, 其 无 穷 小 变 
换 为 
x" =X 二 Ar" x + e,t (rp, Nn ) 

POT) = pT) Aet = et GG) 十 EC (TP US) 
nC (3) = nO x) + Ax? (x) = nP (0) H eg" (09 to m2) 
(7-10-13) 
其 中 elo 二 1,2,…,7) 为 无 穷 小 参数 . 假设 在 (7-10-13) 式 变换 下 ， 
c 的 变更 为 一 个 四 维 散 度 项 ,A 二 6o9 A”, 则 由 (7-10-12)、 

(7-10-13) 式 有 
oP JG 


ROLL E 十 ipi, P 06 上 3 [reopz — Az 十 
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C. enin Bgt,) = &,g , A" (7-10-14) 


式 中 

PP  ., 90H. 5 -n òh, 

5 

Om, 一 Ar 和 — nQOr",090,-—AQ05-—9(0(.,0x' (7-10-16) 
而 m5 /gz 等 等 .假设 在 (7-10-13) 式 变换 下 ,约束 方程 (7- 
10-5) 式 加 在 实质 变 分 8g" 和 8r 。 上 的 条 件 适合 
es Bn? 十 3 
用 Lagrange Æ F A^ (x) 38 (7-10-17) -— 联合 (7-10-14) 式 ， 
由 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 (7-10-6) 式 得 

9 ,[ Gr? Pirn — eC." 一 A" | 十 


C [nt Ce — Piot) | = 0 (7-10-18) 


ft yd 4 mp 2s RE E E 25872 I8], EJE V RI PUE V: 分 别 
为 t=t 和 tt 二 i; 的 超 平面 ,在 此 四 维 柱 体 上 对 (7-10-18) 式 积分 ， 
利用 四 维 Gauss 定理 及 柱 体 侧面 趋 于 无 穷 时 场 为 0 的 条 件 , 可 得 


| [n (£65 — et, ít) — ef." — A" |dV = const 
V 


(7-10-15) 


09 7 = 


(7-10-17) 


(a = 1,2.:,.r) (7-10-19) 

这 样 就 得 到 高 阶 微 商 场 论 中 ,奇异 Lagrange 量 系统 正则 形式 的 广 

X Noether 第 一 定理 :如 果 在 (7-10-13) 式 变换 下 ,正则 形式 的 

Lagrange 量 密度 A 的 改变 为 一 个 四 维 散 度 项 , 且 约 束 方程 (7- 

10-5) 式 在 (7-10-13) 式 所 确定 的 实质 (是 域 ) 变 分 下 不 变 ,那么 该 

J XAR Hamilton 系统 就 存在 > 个 守 人 和 便 律 (7-10-19) 式 . 这 个 结 
TEAR A HE HE e, 

如 何 确定 .se@ qs ER E RE DOR Ae 仅 改 变 一 个 散 

度 项 呢 ? 例如 NN 二 1 时 ,由 于 rz、 入 天 中 均 不 含 ro 比较 (7-10- 
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14) 式 中 两 端 各 阶 os 的 系数 ,可 得 一 组 含 未 知 量 07.67 .大 的 偏 微 
分 方程 .结合 (7-10-17) 式 ,在 瓦 .和 42 给 定 后 ,这 组 方程 的 解 所 生 
成 的 变换 ,将 保持 SZ 仅 改 变 一 个 散 度 项 ,从 而 有 守恒 律 (7-10- 
IDA. 
2. 正则 形式 的 广义 Noether 恒等式 
现在 讨论 系统 在 无 限 连 续 群 下 的 变换 性 质 . 一 般 而 言 , 系 统 的 
Lagrange 量 在 定 域 变 换 下 是 非 不 变 的 . 例如 :有 质量 的 杨 -Mills 
场 的 Lagrange 量 在 规范 变换 下 是 变更 的 ;BRST 不 变 的 理论 ,在 
规范 变换 的 单独 变换 下 也 是 非 不 变 的 ,等 等 . 因此 ,讨论 系统 在 定 
域 变 换 下 的 非 不 变性 质 是 必要 的 . 
现 考 虑 由 时 空 坐标 和 正则 变量 的 变换 所 形成 的 无 限 连 续 群 . 
其 无 穷 小 变换 为 
xr" = x" + REES) 
PO G') = 9t G) T Sioe (x) (7-10-20) 
nS (x) = nP) + Tee (rx) 
式 中 6 GO 为 无 穷 小 任意 图 数 (0 三 1,2,…,r), 而 
有 =a” od, Sios = bun» du = Cas 0 um) 
(7-10-21) 
y(n) = y «e dud 4. 9 = 0,* 2, (7-10-22) 
eL 


X a. b.c 等 均 是 "mu" 的 函数 .假设 在 (7-10-20) 式 变换 下 ， 
正则 作用 量 的 变 分 
aP = | ^| aae +VeldVd (1-10-23) 
AP A 和 T, 均 为 线性 微分 算 符 . 其 中 
AE == u^" 3 vG) * V, — vA? 9 ay (7-10-24) 


系数 wv SEIS xot ns BE. H (7-10-12), C7-10-1604 C7- 
10-200. (7-10-23 R 
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t, D 
| | (BT — aO REE 十 
Ji a a HY o 
Bos, e» CT Qt, ,IRS)€ m Ve dv dż -一 


IN (a Cte 一 gRie)-— 
tV 


GL Sioe en RDelldvde — Gao29) 


由 于 e GO 的 任意 性 ,可 选 它们 及 其 所 需 的 各 阶 偏 微 商 在 四 维 时 
空 区 域 的 边界 上 为 0, 这 样 (7-10-25) 式 右 端 化 为 0. 将 (7-10-25) 式 
左 问 各 项 分 部 积分 , 绸 利用 ez) 的 任意 性 ,由 变 分 学 基本 引 理 得 


STI? Gs) 0I" Qa | SIP | u 
Sx” "^ oni? | + Stoe 09 t, 


tel |- Re 


ris 
Re| 9 tu EL —Y.0)-20 
(o = 1,2,° ,7) | (7-10-26) 

式 中 RE Son TEM Ve 4 S RE Son TLA V. WAMA RU. 

这 样 就 得 到 了 非 不 变 系统 正则 形式 的 广义 Noether 588 E 
理 :如 果 系 统 的 正则 作用 量 在 (7-10-20) 式 变换 下 适合 (7-10-23) 
X ,那么 该 系统 就 存在 > 个 含 泛 函 导 数 ipo 61°?/6xs” 的 微 
分 恒等式 ,并 称 (7-10-26) 式 为 正则 形式 的 广义 Noether 恒等式 . 
这 一 结果 也 是 有 限 自由 度 情形 的 推广 ?49. 恒等式 (7-10-26) 式 的 
B Eje. 是否 为 运动 方程 (7-10-6) 式 的 解 无 关 . 它 表 明 , 泛 
PS SEC 017/09 io M 61°/6xs” 及 其 微 商 是 不 独立 的 ,在 (7-10-20) 式 
变换 下 ,(7-10-26) 式 是 d/p M 61°/6xs” 应 适合 的 关系 式 . 

当 9 ,x 人 9 为 运动 方程 (7-10-6) 式 的 解 时 , 沿 着 约束 系统 运 
动 的 轨 线 ,由 (7-10-6)、(7-10-7)、(7-10-15)、《7-10-26) 式 ,得 场 的 
正则 变量 和 Lagrange 乘 子 所 适合 的 附加 条 件 , 即 
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H’ 


Oz 


, 9H 


Re 


To 
euet 


oH 
+ CMS 00 1 si] 


a" 7 PIN a 
(o = 1,2,-,7) (7-10-27) 
3. 强 守恒 律 和 弱 守 和 恒 律 
由 正则 形式 的 广义 Noether 恒等式 ,在 某 些 情形 下 可 得 不 依 
赖 于 运动 方程 的 强 守 人 恒 律 , 没 着 约束 系统 运动 的 轨 线 可 得 弱 守 恒 
律 , 并 且 还 可 以 证 明 , 某 些 非 不 变 系 统 亦 含 Dirac 约束 . 
设 在 变换 (7-10-20) 式 中 , 取 
RË = ai 
Sioa = bioo T 009 + 005,9,9, (7-10-28) 
T9 = c9 + c£, + cLa, 
AP aboe SEIS xot 的 图 数 .在 (7-10-28) 式 的 变换 下 , 设 
(7-10-23) 式 中 的 
V, = v, +H vð, + v72,02, (7-10-29) 
AP vanui or SEE r pior 的 函数 . 例如 二 阶 微 商 有 质量 
杨 -Mills 场 理论 就 属于 这 种 情况 .在 (7-10-28) 式 确定 的 变换 下 ,由 
(7-10-25) (7-10-29) 式 得 基础 恒等式 , 即 


Ji 
Me Cu d, 十 c ^9 d, — TS a, )t 十 
a 


MC 十 TER + b, 4 m 


po, ane + 3,(zZ"P ae") = 
9 , CASE") 十 Co, H v28, 二 v783,9 € (7-10-30) 
此 时 广义 Noether 恒等式 (7-10-26) 式 化 为 


» 9f "m ^J . 
Cu Bu 2, cr es] + 2,2 | ct So) — a 
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67 2 | MEL |- 
(s)a 6g. d | be oT 2 mta, d (Da EM 


P 
«i| 9 6, ON = Ve 7 d ,Us 十 9 pO vs (7-10-31) 
(s) 


用 e 乘 (7-10-31) 式 并 对 cc 从 1 到 -> 求 和 ,将 所 得 结果 与 (7-10-30) 
式 相 减 , 在 系数 o .6 的 ces” 关于 指标 pj 和 vv 对 称 时 (例如 二 阶 微 
商 的 有 质量 杨 -Mills 理论 ) 得 


NE JEN àr [or JL |- | „a ÒI | 
Zl (s)0 So 7 十 Cac g 十 d (e 8o. (s)a TEN d, 十 


9， 


p P 
cp” E 一 e” D | 9, + Lat 一 


A? — v; tawr 一 vea, ler) T 
d (s) q a EN ai 
q” GS tss m Q tuas )€ | — (7-10-32) 


将 (7-10-32) 式 在 上 一 const 的 类 空 超 曲 面 了 上 积分 ,得 强 守 恒 律 


J = | j dV = const (7-10-33) 
V 
式 中 
2: Jü 
: et (50 — 
Jo (Cs)o jo- T Tc "m 十 d Lor (e)a Bo | 


òl ^3 Ez | SI? 
aov (09 "" |. — C5) Ov 
| (a 0g MeL 2» + o |e Ca Ozr i? | | C ac s9 d, 十 
£a, — A; — v; t Gwe — v; 9, o 

zi (bts 十 DEd o 十 b d, -一 9 6,25) (7-10-34) 


F ih C7-10-330 A, # RA H RAW 393 7; E, Ae SR TE 8E 
(7-10-33) 式 的 成 立 与 92,8 nO 是 否 适 合 运动 方程 无 关 . 
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设 定 域 变换 群 有 子 群 , 且 e (x) = ebia) ,eb 为 李 群 的 数值 参 
WCTRACR AUSSI NA, A 885p TH RE 


óH' 
w a0 (320 ~ | _ 
Jo =| [Lee zs -十 C ar Sr (5)0 pr 
óH' oH oH 
LUE s o D) [E aat 


eas n A2 nm v) 十 gU m v, d, 十 n) b. 十 
baa 十 65,243, — 91,4) |&)dV — const (7-10-35) 


在 规范 场 理论 中 涉及 到 上 述 子 群 .可 见 , 广 义 Noether 恒等式 ,在 
一 些 情 形 下 即使 是 非 不 变 系统 沿 约束 系统 运动 的 “ 轨 线 >, 那么 该 
恒等式 也 可 化 为 ( 弱 ) 守 恒 律 ,这 种 导致 守恒 律 的 程式 与 Noether 
第 一 定理 是 完全 不 同 的 乞 ”， 

在 Lagrange 体制 中 ,规范 不 变 的 系统 必 会 Dirac HR. 利用 
正则 形式 的 广义 Noether 恒等式 ,可 进一步 研究 系统 是 否 含 约 柬 . 
由 (7-10-2) (7-10-15) 式 不 难看 出 , 当 (7-10-31) 式 中 含 pg? 最 高 阶 
时 间 微 商 项 之 和 应 为 0 ,而 与 其 他 项 无 关 时 ,就 有 


9 
Broo "3e db, Plany = 0 (7-10-36) 
(7-10-36) 式 对 任意 9? 的 (2N 十 1) 阶 时 间 微 商 均 成 立 , 于 是 有 
b Ha = O0 (7-10-37) 


由 于 bos S 0,0-10-37) ARH det | H4] —0, BJ" X Hess 48 
阵 退化 ,系统 的 Lagrange 量 是 奇异 的 , 它 必 会 Diac 约束 . 可 见 
这 种 非 不 变 系 统 亦 为 广义 约束 Hamilton 系统 . 


37-11 高 阶 微 商 场 论 中 的 广义 Poincare-Cartan 积分 不 
变量 


Poincaré-Cartan 积分 不 变量 在 经 典 力 学 和 场 论 中 占 重要 地 
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位 ,该 不 变量 已 推广 到 奇异 Lagrange 量 系 统 . 这 里 将 其 推广 到 高 
阶 微 商 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系 统 . 其 出 发 点 与 传统 的 基于 位 
形 空间 中 的 分 析 不 同 ,而 是 从 正则 作用 量 出 发 ,考虑 系统 在 增 广 相 
空间 中 的 变换 性 质 , 要 求 正则 约束 在 该 变换 确定 的 实质 变 分 (而 不 
是 总 变 分 ) 下 不 变 , 导 出 了 高 阶 微 商 场 论 中 奇异 系统 的 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 . 这 种 从 相 空 间 分 析出 发 ,可 较 方 便 
地 讨论 该 不 变量 与 广义 正则 方程 和 正则 变换 的 联系 . 
将 空间 变量 xz; 视 为 固定 参量 *-, 相 空间 中 的 正则 变量 分 别 为 
Ves(t;Zi) 和 zs (0 , 此 时 相 空 间 的 曲线 可 表示 为 
Js = dt, 050) ,ns = nP (1,0) (7-11-1) 
其 中 0 为 参量 .考虑 由 于 参量 0 变化 而 形成 的 增 广 相 空间 中 的 变 
换 ， 
tU =t + AK) 
Kotizi) — Ko (0 5x) = dS G5) + Ad 052,0) 
nO (EST) > x9)! (' 5m) = nP Gm) H An? (2,0) 
(7-11-2) 
式 中 参量 0 适合 
fe G' ;2;,,0) = JA, x) 
2 E x,,0) = nP (5x) | 


在 变换 (7-11-2) 式 中 ,对 小 参量 6 正则 作用 量 IP 的 变 分 


p TP (^9 of" "o 
AP =I w= | | jc Mts gor 


NI E 十 FLW) |dV dt = 


N NES VA 644., 十 - sont" Jdv dz 十 


|| nt Agt, - groay |^ 


1 


(7-11-3) 


dV dt 十 


(7-11-4a) 
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其 中 
0Jt, = Ad. — d ox? , On? = Arh — re Ar? (7-11-4b) 
BEHAR 0 2—0 加 在 变 分 po M sr” 上 的 条 件 适 合 
ab = ITE 十 了 
用 Lagrange ÆT A^ €x) R (7-11-5) 35, 3E X1 a 求 和 再 在 四 维 时 空 
区 域 上 积分 ,将 所 得 结果 与 (7-11-4a) 式 相 加 ,利用 约束 系统 的 正 
则 方程 (7-10-6) 式 ,得 


Om; = (7-11-5) 


A = I? (080 = | pag — oA dV |^ (111-6) 


在 t Piona 所 张 成 的 增 广 相 空 间 中 , 取 一 条 满足 约束 条 件 瑟 "(Czi 
dt) »22^) —0 的 团 曲 线 Ci. 由 于 约束 条 件 , 闭 曲线 Ci 实际 上 是 在 
某 子 空间 D.UB. RAH C. 的 方程 为 

ti = OD , Poi = 60,00, n = n8 0,0) (7-11-7) 
这 里 0—0 和 0 二 /代表 闭 曲 线 C, 上 同一 点 .过 C 上 的 任 一 点 ,有 
一 条 适合 (7-10-6) 式 的 “ 轨 线 ”; 过 Ci 上 每 一 点 的 “ 轨 线 ”构成 一 个 
“WARE” 在 这 个 轨 线 管 上 取 另 一 条 闭 曲 线 C: ,使 它 包 围 此 轨 线 
管 并 和 轨 线 管 的 母线 仅 交 于 一 点 . 设 闭 曲线 C; 的 方程 为 

t, = t (O) Jt; = d, 6,0) m 一 TO) (7-11-8) 
KE 〈7-11-6) ALO] 上 分 别 沿 Cl 和 Cs BLA) eU 


b | (x? Aft, — 9. NDdV = 
Ci Vv 


中 J, (eau, — 2€. NDdV =inv (7-11-9) 
于 是 得 到 :对 增 广 相 空间 中 由 约束 0 2—0 决定 的 子 空间 D, 中 的 
任 一 闭 曲 线 C, 沿 C 的 积分 
J = b | ctrag, — H At)dV (7-11-10) 
在 C 沿 约 束 系 统 的 “ 轨 线 管 ” 的 移动 和 变形 下 ,J 是 一 个 不 变量 ,并 
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Ek J Xy my ET Xx ES db CP 3 H Lagrange 量 系 统 的 广义 Poincaré- 
Cartan 不 变量 . 

将 整个 空间 区 域 V 分 成 许多 小 格子 ,第 i 个 格子 的 体积 元 记 
5 AV. LESE s GO E AV; 上 的 平均 值 记 为 dios (0 ,对 应 于 dt (0 
RI 1E I 3E gu ah Eig pU CO. 由 于 ps” (1) — aA, (对 i 不 求 
和 ), 离 散 化 (7-11-10) 式 可 写 为 


J 二 中 pAg — HAt) (7-11-11) 


当 AV;—0 时 ,(7-11-11) 式 的 连续 极限 就 是 (7-11-10) 式 . 利用 这 
个 结果 ,不 难 将 广义 力学 的 结果 推广 到 高 阶 微 商 场 论 中 来 . 设 动 
力学 系统 所 含 的 初级 约束 为 '=0, 运 动 方 程 为 

JA, = Fe Gd, sn VA) | 

n = GP (ds nO A) 
那么 ,方程 组 (7-11-12) 式 为 约 东 系统 广义 正则 方程 的 条 件 是 :(7- 
11-10) 积 分 式 在 闭 曲线 C 沿 约 东 系统 “ 轨 线 管 ” 移 动 和 变形 下 为 不 
变量 . 

高 阶 微 商 场 论 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 变换 可 表述 为 : 设 
动力 学 系统 的 广义 正则 方程 (7-10-6) 式 ,通过 变量 代 换 使 必 , 和 
x Pr T hd bs qZEE r ,其 中 

d = Qt, Gf 7:7) 

nO = PP fiyn) | 
如 果 (7-11-13) 式 变换 使 得 约束 系统 对 新 变量 而 言 , 其 广义 正则 方 
程 (7-10-6) 式 的 形式 不 变 , 则 (7-11-13) 式 变换 就 称 为 广义 正 则 变 
换 , 假使 在 (7-11-13) 式 的 变换 下 ,存在 两 个 泛 函 万 .= | Edy 和 
C ,使 得 


(7-11-12) 


(7-11-13) 


| GrP? Ad, — CAL) dV = 
, 


| Gg, — .ADdV + AG (7-11-14) 


BA, (7-1-1) 式 变 换 就 为 广义 正则 变换 ,G 称 为 母 函 数 ， 
事实 上 , 取 增 广 相 空间 中 位 于 T, 中 的 任 一 闭 曲 线 C, 由 (7- 
11-140 AE 


f IK — CM)dV — 
C 


| Gage, — ADdY |= 0 — (711-15) 


& C 为 C 经 过 变换 (7-11-13) 式 而 得 到 的 闭 曲 线 ,(7-11-15) 式 又 
可 写 为 


中 | (n) At, — 23.At)dy = 
, 


中 | Gr Af, 一 ef. ND)dV (7-11-16) 


由 于 必 , 和 zz” 适合 运动 方程 (7-10-6) 式 ,(7-11-16) 式 左 端 为 广义 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 , 即 闵 曲线 C 沿 (7-10-6) 式 的 解 所 确 
定 的 动力 学 " 轨 线 管 " 上 移动 和 变形 下 ,(?7-11-16) 式 左 端 为 积分 不 
变量 .相应 的 (7-11-16) 式 右 端 也 在 C 沿 变换 (7-11-13) 式 所 得 的 
“ 轨 线 管 " 上 移动 和 变形 时 为 不 变量 , 即 (7-11-16) 式 的 右 端 对 变换 
后 的 新 变量 而 言 , 仍 为 广义 Poincare-Cartan 积分 不 变量 . 这 样 , 变 
换 后 的 “ 轨 线 “ 必 适 合约 束 系 统 的 广义 正则 方程 , 即 (7-11-13) 式 变 
换 为 广义 正则 变换 ， 

值得 指出 的 是 :条 件 (7-11-5) 式 ,对 于 时 出 广义 Poincaré-Car- 
tan 积分 不 变量 (7-11-10) 式 是 必须 的 . 如果 像 其 他 作者 那样 [24.35]， 
要 求 约 东 条 件 在 (7-11- 2) 式 变换 下 总 变 分 不 变 , 即 


0 
Ad? = s [Boc Ari? 一 
920 
IYE, * (jt, + dt, 2) 十 
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Qo; 


s QM Tnrasr)-—0 (7-11-17) 
9 x, 
对 显 含 时 间 的 约束 ,由 约束 的 相 容 性 ( 自 洽 性 ?条 件 有 
.。 9099， ad? 905 wo 
D: -一 EP 34^, Hs) 十 dn T0 一 V (7-11-18) 


H (7-11-4a), (7-11-17), C7-11-180 XX PJ f8 


AP = I* (80 — | PAo — AAV |" = 
V t 


t, 0 
| | A 29; àt dV dti (7-11-19) 
JV dt 


l 


一 般 来 说 ,由 (7-11-19) 式 是 不 能 导出 Poincaré-Cartan 积分 不 变 
E (7-11-10) 式 的 .这 就 是 文献 L34,35]j 中 关于 总 变 分 和 实质 变 分 
出 现 的 混 消 . 

前 面 从 正则 形式 出 发 导出 了 高 阶 微 商 场 论 中 奇异 Lagrange 
量 系统 在 有 限 连 续 群 下 的 不 变性 所 相应 的 广义 Noether 第 一 定 
理 ,建立 了 无 限 连续 群 下 非 不 变性 系统 的 广义 Noether 恒等式 ,并 
指出 了 某 些 非 不 变性 系统 亦 可 能 存在 Dirac 约束 以 及 沿 系统 运动 
的 轨 线 广义 Noether 恒等式 可 化 为 缂 守恒 律 . 对 非 不 变性 系统 这 
样 得 到 守恒 律 的 程式 与 Noether 第 一 定理 完全 不 同 . 由 于 正则 形 
式 是 非 协 变 的 中 ,因此 ,所 得 到 的 守恒 量 不 同 于 Lagrange 场 论 中 
协 变 守 恒 流 的 方程 . 

从 正则 作用 量 出 发 ,注意 区 分 实质 变 分 与 总 变 分 ,由 约束 方程 
在 正则 变量 的 实质 变 分 下 不 变 , 导 出 了 高 阶 微 商场 论 中 奇异 
Lagrange 系 统 的 广义 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ,并 讨论 了 该 不 
变量 与 广义 正则 方程 和 正则 变换 间 的 联系 . 

有 关 正 则 形式 对 称 性 质 的 研究 ,给 分 析 系 统 的 Dirac 4 3R E 
供 了 有 力 的 工具 . 例如 :由 正则 形式 的 广义 Noether 第 一 定理 , 考 
察 由 扩展 Hamilton 量 导 出 的 守恒 量 是 否 等 于 由 经 典 Noether E 
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理 所 导致 的 守恒 量 ,可 以 检查 Dirac 猜想 是 否 有 效 , 并 已 给 出 了 反 
例 t3'40 利用 正则 形式 的 广义 Noether 恒等式 ,也 可 以 检查 
Dirac 50158 48 (528 3C VE. 如 果 Dirac 猜想 成 立 , 那 么 沿 着 约束 系 
统 运动 的 轨 线 ,(7-10-27) 式 将 给 出 合理 的 结果 , 式 中 的 H AE 
所 有 第 一 类 约束 . 当 (7-10-27) 式 带 来 不 自治 的 结果 时 ,表明 Dirac 
猜想 失败 5 
在 导出 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 时 ,正确 区 分 总 变 分 和 等 
时 变 分 是 非常 重要 的 . 例如 对 于 质点 力学 系统 ,在 增 广 相 空间 的 变 
换 下 ,正则 作用 量 的 变 分 
AI? =I” (a)da = NE — h — PL + 
a ZT èp + ph HA |dt (7-11-20) 
如 果 类 似 于 文献 [34,35] 中 那样 ,要 求 约束 在 总 变 分 下 不 变 
A$? = 2d + qt) + A Op. 十 pòt) = 0 (7-11-21) 
利用 Lagrange ÆT A^(O ,联合 (7-11-20)、(7-11-21) 式 ,由 约束 系 
统 的 正则 方程 和 约束 的 自 洽 性 条 件 加 一 0, 得 


[ 5;Aq' 一 五 .At 


no fen apt p 
] -一 Ja EFE dt (7-11-22). 
从 (7-11-22) 式 一 般 是 不 能 导致 约束 Hamilton 系统 的 Poincaré- 
Cartan 不 变量 的 (除非 约束 8。 不 显 含 时 间或 变换 中 a=). 此 
外 ,如 果 要 求 (7-11-21) 式 成 立 , 从 文献 [33 ,34] 中 得 到 
dH. oH. 
d ^3 (7-11-23) 
此 结果 对 正规 Lagrange 量 系 统 才 成 立 , 但 对 奇异 Lagrange E 
统 , 由 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 ,有 
dH, 3H. 3H., 3H.. | 
dar dg 5 apt'™ 
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3H, 
ETE T ALH., $a) (7-11-24) 


按 约 束 的 相 容 性 条 件 , 又 有 
$$ = Ps + ($5,H.-- Api —0 (7-11-25) 


由 (7-11-24)、《7-11-25) 式 得 
dH. _ 9H. , $a 
dt ai at 
可 见 , 对 奇异 Lagrange 系统 (7-]11-23) 式 一 般 是 不 成 立 的 ,除非 约 
R $ ,不 显 含 时 间 . 这 样 ,再 一 次 看 到 要 求 约束 在 正则 变量 的 总 变 
分 下 不 变 来 导出 奇异 系统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 是 不 到 
的 ;而 应 修改 为 采用 约束 在 正则 变量 的 等 时 变 分 下 不 变 , 才 能 正确 
地 导出 奇异 Lagrange 量 系 统 的 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 .这 
样 , 就 浴 清 了 一 些 文献 中 出 现 的 混淆 . 在 研究 非 完 整 系统 的 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 时 ,也 出 现 类 似 的 情况 1. 


(7-11-26) 


5712 高 阶 微 商场 论 中 的 规范 生成 元 


本 节 讨 论 高 阶 微 商场 论 中 规范 生成 元 的 构成 . 设 系统 具有 初 
级 约束 9 守 0. 由 初级 约束 ;的 自治 性 条 件 , 可 求 得 次 级 约束 
1! = {9 ,Hr) ad | (7-12-1) 
按 Dirac-Bergman 算法 程序 ,由 次 级 约束 的 自治 性 条 件 可 逐次 求 
出 其 他 次 级 约束 , 即 
pt = (D'',Hiuiz0 (7-12-2) 
直至 PB” 适合 
Prt! = (67,Hq.) = cabi (k= 0,1,.,m) (7-12-3) 
AE. 全 部 约束 可 分 为 两 类 ;一 个 约束 0, 如果 与 其 他 所 有 约束 $。 
HEAP. D — 0(mod $B.), 则 称 B, 为 第 一 类 约束 ;否则 , 称 为 
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5B Xxnu. 

前 面 已 经 讨论 ,第 一 类 约 东 可 作为 规范 变换 的 生成 元 ,它们 生 
成 物理 态 之 间 的 等 价 变换 . 从 规范 变换 保持 系统 的 动力 学 方程 和 
约 东 条 件 不 变 出 发 ,可 以 得 到 规范 变换 生成 元 的 构成 . 

先 考 虑 系统 仅 含 第 一 类 约束 ,经 规范 变换 后 ,由 (Wo ,re A) 
描述 的 “ 轨 线 ”与 无 穷 小 变更 后 的 “ 轨 线 ”(yi 十 Sy re 十 Sn， 
十 5X ) 均 满足 方程 

Ho ~ (o Hr}, a® ~ (n ,Hr) (7-12-4) 

(fs) (7-12-5) 
对 于 变更 后 的 “ 轨 线 ”Ci 2-996 ne 十 Sr 加 十 8) 将 方程 
(7-12-4)、(7-12-5) 式 按 小 量 896, Sr 和 6X 展开 ,再 与 未 变更 的 
"BUR Gto «ra^ ,) 所 适合 的 方程 (7-12-4)、(7-12-5) 式 相 减 ,得 


SH. 
4 OI) Jes [sri E Wo 十 于 FS mP| (7-12-6) 


à 
C. (Bet?) 人 “一 [es Bp BE O^, 十 at RPM Om, | (7-12-7) . 


ad? | 
pa 29i of 十 元 PRO 0x; ^0 (7-12-8) 
设 无 穷 小 规范 变换 的 生成 元 为 G, 那 么 / 
fio = ‘fs, ,G1 = Ca (7-12-9a) 
《5) — (s) LLL òG 
Sr = {ne G) = s; T, (7-12-9b) 


K (7-12-90 式 代 人 (7-12-6)、(7-12-7) È, 得 


dí òG òG 0H 
354 -F laxo Hs |^ sc G| 《7-12-10a ) 


à (s) ? 
dí òG òG òH- 
alal + (ga~ last) Cann 
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定 域 不 变 的 规范 变换 含 任意 函数 ,无 穷 小 规范 变换 的 生成 元 
的 形式 可 设 为 
Get, Er) = [dz NEP (07-12-11) 


k=0 


(e(P — g$e,(x), k — 0,1, m) 
Hh elo G = 1,2,… J) 为 任意 函数 . i (7-12.9) (7-1213 
代入 (7-12-8) 式 ,并 将 (7-12-11) 式 代入 (7-12-10) 式 . 由 于 6; GO. 的 
任意 性 ,在 初级 约束 决定 的 超 曲 面 上 ,得 


TACE 十 (Gi, H4 | = 0 (mod p) (7-12-12) 
3a je LG ı + {Gi,Hr}]=0 (mod 6D) (7-12-13) 

(GiS) — 0 (mod 4») (7-12-14) 
H T ENTE E Jah L2 5 DR SEE AR a B TÉ E» PLUG XE IX 
级 约束 亦 应 要 求 {Gi, 罗 :} 二 0, 这样, 如 果 将 G4 取 为 系统 的 约束 ， 
那么 Gi 均 为 第 一 类 约束 , 又 因为 假设 系统 所 有 的 约束 均 为 第 一 类 
约束 ,于 是 (7-12-12)、(7-12-13) 式 中 的 Hr 可 用 五. 代替 ,得 到 递 
推 关 系 式 


(Gi, H.}=0 (mod 6 ?) (7-12-15) 
Gi ,-- (G;,,H,) —-0 (mod 92) (7-12-16) 
Gh = 0 (mod d ?) (7-12-17) 


xh Gi 为 初级 第 一 类 约束 . 从 (7-12-16) 式 ,由 Gi 可 导出 GL, A 
至 Gi 适合 (7-12-15) 式 为 止 . 从 每 一 个 初级 第 一 类 约束 Gh 出 发 ， 
都 可 按 (7-12-16) 式 递 推 关系 求 出 其 他 Gi, 然 后 由 (7-12-11) 式 构 
造 出 规范 生成 元 G; 由 G 产生 的 规范 变换 (7-12-9) 式 使 广义 约束 
系统 的 运动 方程 保持 不 变 . 由 此 可 见 , 除 了 六 -型 约 东 外 -5 ,第 一 
类 约束 均 为 规范 变换 的 生成 元 的 组 成 部 分 ， 

规范 生成 元 也 可 以 用 另 一 种 方式 来 构造 .将 规范 生成 元 表 
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G = ADL ’ (k == 0,1,***,m) (7-12-18) 
式 中 :Bs 均 为 第 一 类 约束 ; eG 由 下 列 条 件 确 定 , 即 
+ (G,H4j—0 (mod $?) (7-12-19) 


式 中 :Hr 可 用 五 .代替 ;规范 变换 生成 元 C 应 是 守恒 的 . 由 (7-12- 
180, C7-12-190 XX £8 
UE eH) 十 bee m0 (122-20 
由 (7-12-20) 式 可 逐个 确定 ed (Ge m) JE FH es (00 来 表达 它们 ,其 中 
e GC) 为 任意 函数 . 只 要 C 满足 
(G,062) — 0 (mod 62) (7-12-21) 
的 条 件 , 则 G ERER RAAE, 
当 系 统 同 时 含 第 二 类 约束 时 ,如 果 从 初级 第 一 类 约束 导出 的 
次 级 第 一 类 约束 与 第 二 类 约束 完全 分 开 , 上 述 关 于 构造 规范 对 称 
生成 元 的 程序 对 第 一 类 约束 仍然 适用 . 
下 面 给 出 几 个 应 用 实例 . 
1. 有 质量 规范 场 
高 阶 微 商 的 有 质量 规范 场 下 .(z) 与 标量 场 7(Zz) 的 Lagrange 
i Æ jl] 


EE l w E a ye 1l 2 ££ 
La = att g? E w F 十 ,m B,B 
mb,9"9 十 9,002 | (7-12-22a) 
AF c ARA., 
G,, 一 9 ,D, mm 3B, (7-12-22b) 
标量 场 7(x) 的 正则 动量 
2089 ! y 
X(T) = 3Qu 一 mB'(x)--79(x)  (7T-12-23) 
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矢量 场 BG) = B*(x) 和 B5,G) = B'GO 的 正则 动量 分 别 为 


nj (x) =0 (7-12-24a) 
rP (xr) =c3 Fy lx) (7-12-24b) 
m (x) =c3 3 Fu (7-12-24c) 
wir) =c| V° Fyll) +33 F 4G |] + 
FyCr) 一 Jori (x) (7-12-24d) 
系统 的 正则 Hamilton 其 
H. = esae. = 


[ez E (x?) 十 PU + ria Biy + 


OFF? 4 FIF oð Fo 十 Pa 十 


LEQF" + ndBe + FmBB ELVIS Vy 
maBi3 可 一 (aizfo + mn) Bo | (7-12-25) 
初级 约束 
D? = sU a0 (1-12-26) 


总 Hamilton t 
H, = [izgr 十 AD?) (1-12-27) 
xk rp AGO) 为 Lagrange 乘 子 . 由 约束 的 自 洽 性 条 件 给 出 次 级 约束 
D! ={P°, Hr} 一 一 zi 十 aizD a0 (1-12-28) 
P’ ={P!1, Hr) —9'nf? mra) (7-12-29) 
其 中 {( /代表 广义 Poisson 括号 ,由 (7-10-8) 式 给 出 . 


不 难 验 证 ,所 有 约束 瑟 “(& 一 0,1,2) 均 为 第 一 类 约束 , 按 
(7-12-11), (7-12-15)~ (7-12-17 A H W + EJ A 


G = [d'c tare + mne + n3, 3E) (7-12-30) 
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由 此 生成 元 G 产生 的 规范 变换 为 
òB“ = (B^,G) = à"e, Bfp = 3,9"6 
07 = me, 0n, = ðr = ðr = 0 
在 (7-12-31) 式 变换 下 ，Lagrange & (7-12-22) A de PÆ H. 
下 面 考虑 矢量 场 B5 j= JRA W IR O. R S 
Lagrange 量 密度 


| (7-12-31) 


L = L, + B"j, (7-12-32) 
E (7-12-31) 式 变换 下 ,(7-12-32) 式 是 非 不 变 的 . 此 时 ,正则 形式 
的 广义 Noether 恒等式 (7-10-26) 式 可 化 为 


oH : 6H 
Hu (0) | # (1) _ 
+ Br| ^v Z + sg] 
. òH " 


A H= [ezr 一 B*j,) .此 系统 的 总 Hamilton Æ 
Hr = [ezr — B“j, + Ab?) (7-12-34) 
系统 的 运动 方程 (7-12-4) 式 由 总 Hamilton 导出 . 党 着 约束 系统 运 
动 的 轨 线 ， 由 (7-12-4)、(7-12-33) 一 (7-12-34) 式 得 守恒 律 
| 9*j,=0 | (7-12-35) 
如 果 系 统 的 运动 方程 由 扩展 Hamilton E 
Hs = |ezcer. — B^j, + à3Ó* 4 
pO! + ub? — p) | (7-12-36) 
cub uHrB6UmoO2)9mC-12-289,0-12-299 X h, a GO ff 
t; C38 Lagrange RT. 沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 , 正则 形式 广 
X. Noether 便 等 式 仍 导致 (7-12-35) 式 .可 见 , 守 恒 律 37 一 0 成 立 
与 Dirac 猜想 是 否 有 效 无关 . 
2. Bopp-Podolsky 广义 电动 力学 
含 高 阶 微 商 的 Bopp-Podolsky 广义 电动 力学 的 Lagrange È 


^. à90 


密度 [2 


—— 1 9 _ C g py 
L 一 íT ur 49 E wð ak -- 
d[1Y^(2, — ieA,) — my (7-12-37) 
式 中 
F,, — 9,À, — 9.A, (71-12-38) 
场 量 Aw — A A^ =A" 和 d ES 1E Dii] HE Sg zJ EE Ap 91 io 2J Ti = Rp 
m ”和 Tys 它们 分 别 为 
m5 = (7-12-39a) 
ni, = c3 E y (7-12-39b) 
ty = CO DT， (7-12-39c) 
m; = c(V*F, + J Fi) + Fu — 3r; (7-12-39d) 
m, = ig» (7-12-40) 
系统 的 正则 Hamilton & 
[|a + rt? A? 十 "E oF; 3P F” 十 
t. p oaipv E JRH > ja 
5; 9 Fo F"-- gatya F” + LFF 十 
At^, + un p 一 3 nU — 
lez, Y pA, — mz, d — 
A (^, — iens) (7-12-41) 
初级 约束 


Q? — mn!) (7-12-42) 
总 Hamilton & | 


H, = | dx COE, 十 Ant?) (7-12-43) 
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AF AGO JJ Lagrange 乘 子 .由 约束 的 自 洽 性 条 件 给 出 次 级 约束 
P! = (°, Hr) =— m — Ir 0 (7-12-44) 
P? — {P !, H7} = 3r; — iex) ~ 0 (7-12-45) 
BOE BU HE 0.07.0 !: 均 属于 第 一 类 约 东 . h (712-11). 
(7-12-15) 一 (7-12-17) 式 ,此 时 规范 生成 元 
C 一 |dz[nan 十 5;/3,9"e J-iem,$e] (7-12-46) 


EH G 产生 的 规范 变换 为 


A” = (A",G) = 9"^e (7-12-47a) 
8A4, = (At,,G) 一 9 ace (7-12-47b) 
9p = (9,Gj = ieeg (7-12-47c) 
òr, = Òr = 0 (7-12-47d) 
Òn, = {nG} — — ieer, (7-12-47e) 


3. 高 阶 微 商 杨 -Mills 15 
高 阶 微 商 杨 -Mills 场 的 Liagrange 量 密度 09 


L =— LFF” — kD,F ,D'F^ (7-12-48) 
式 中 A AT JE T* 为 非 Abel 规范 群 的 生成 元 ， 

F,, = 3,4, — 9,A, + LALA, ] (7-12-49) 

D,B =3,B + [A,B] — (1-12-50) 


相应 于 A 和 A* 三 A%) 的 正则 动量 记 为 =r? 和 nO ,由 Ostro- 
gradsky 变换 (7-10-2) 式 有 


mU 一 0 (7-12-51) 
nj) = AKD,F, (7-12-52) 
Ao = 4KD'DE,, (71-12-53) 


n; = 4k(D/D,F, + D'DF,) 一 Dr + Fo (7-12-54) 
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正则 Hamilton EAS 
H. = aD 十 a (D,AS, + [47,45] + 


[F,,4*]) 十 xDoF DFH 十 2k«D,F,D'F* 十 
j j 


«D,F DF” + TFF” 4 m, AL (7-12-55) 
约束 为 
D? 一 nP > 0 (7-12-56) 
p! =— m, — Dr ax o0 (7-12-57) 
D? = — D'r; + DL A?,ai?] + [F*, r] =~ 0 (7-12-58) 
p: = [p?, A] =~ 0 (7-12-59) 
所 有 约束 BB" 二 0(n 二 0,1,2,3) 均 是 第 一 类 约束 . 
规范 变换 的 生成 元 
G = [dixe 4p O3 D'e) (1-12-60) 
G 满足 (7-12-19)、(7-12-21) 式 ,由 G 产生 的 规范 变换 为 
SA* = D'e (7-12-61a) 
6A^, = 9uDA (7-12-61b) 
òr, — — [e,7,] — [e,r] (7-12-61c) 
Sr — — [e,r] (7-12-61d) 
在 (7-12-61) 式 变换 下 , Lagrange 量 不 变 , 即 


6 一 0 (7-12-62) 
$733 高 阶 微 商 系统 Green 函数 的 生成 江东 正则 
Ward 恒等式 


现在 开始 讨论 高 阶 微 商 系统 的 量子 理论 ,通过 路 径 积 分 量子 
化 ,阐明 高 阶 微 商 系统 的 量子 对 称 性 质 . 
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高 阶 微 商 正规 Lagrange 量 系统 的 路 径 积 分 形式 首先 是 在 文 
献 L51] 中 讨论 的 .下 面 给 出 高 阶 征 商 系统 Green BUM AE RT HR. 
对 正规 Lagrange & L(q',qto, 0 描述 的 系统 ,在 相 空间 描述 时 ， 
其 正则 形式 不 含 约 束 , 有 限 自 由 度 高 阶 微 商 正规 Lagrange 量 系统 
相 空 间 中 Green R CR ^E Z PRU 


ZU .K] = |t, Dp” exp ifd? — 

H. + J Vg, + Ki, pf?) | (7-13-1) 

XB. H. 为 正则 Hamilton 8 ;J(? 和 Kis 分 别 对 应 于 qu pi^ 的 
外 源 . | 

对 于 高 阶 微 商 奇异 Lagrange E A £i, YE JH Z5 [8] d Y HE E TE D 

变量 间 存 在 约束 . 与 通常 一 阶 微 商 系统 情形 类 似 , 按 Dirac- 

Bergmann 求 约束 的 算法 可 以 得 到 系统 所 含 的 所 有 约束 . 全 部 约 

束 可 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ,在 路 径 积 分 量子 化 中 ,对 含 第 

一 类 约束 的 系统 ,相应 于 每 一 个 第 一 类 约 东 , 需 选 取 一 规范 条 件 ， 


使 所 有 约束 (包括 规范 条 件 ) 均 变 为 第 二 类 约束 .有 限 自由 度 高 阶 
微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空 间 中 Green PROC E R eR O1 


ZU .K] =|Zg £p? [det | (8,8) |J) - 


exp fr + [dai 十 Ki pf?) |] (7-13-2) 
式 中 
P = fare poo — H.) (7-13-3) 


H. 为 正则 Hamilton 量 ; 为 所 有 约束 的 总 体 ( 对 第 二 类 约束 系 
统 ) 或 所 有 约束 和 规范 条 件 的 总 体 ( 对 第 一 类 约束 系统 );{，,…} 代 
AJ" X. Poisson 括号 . 
一 般 情 形 ,很 难 作出 相 空 间 路 径 积 分 (7-13-1) 式 或 (7-13-2) 式 
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对 动量 pl? 的 积分 ,或 者 根本 无 法 作出 该 积分 , 即 是 说 不 能 将 其 化 
为 位 形 空间 中 的 路 径 积 分 形式 ,此 时 就 不 能 简单 地 用 位 形 空间 中 
的 Lagrange 量 ( 或 有 效 Lagrange 量 ) 表 示 Green PR Jf i] ^E ny i7 
函 , 也 不 能 导致 位 形 空间 的 Ward 恒等式 . Ward 和 恒等式 在 量子 场 
论 中 占 重要 地 位 , 它 是 理论 可 重 整 化 的 根据 ,并 且 在 实际 计算 中 ， 
可 将 高 阶 顶 角 的 计算 化 为 低 阶 顶 角 的 计算 ,前面 对 一 阶 微 商 
Lagrange 量 系统 ,讨论 了 相 空 间 中 的 定 域 对 称 性 ,建立 了 正则 形式 
的 Ward 恒等式 . 相 空 间 路 径 积 分 比 位 形 空间 路 径 积 分 更 基本 .下 
面 将 首先 研究 高 阶 微 商 场 论 中 奇异 Lagrange 量 系 统 的 定 域 对 称 
性 质 , 建 立 系 统 的 正则 形式 的 Ward 48 45 3979 ,并 给 出 它 的 应 
用 ,然后 再 研究 系统 的 整体 对 称 性 ,给 出 量子 守重 律 等 . 

i p l)la 二 1,2,…,n) 为 场 变量 , 场 的 运动 由 含 高 阶 第 商 
的 Lagrange 其 


LI $ to T PL $ 05] 一 das tdt :$ 5,00? 
(7-13-4) 
来 描述 . 用 奇异 Lagrange 其 描述 的 系统 ,其 广义 Hess Æ ELH a] 
退化 ， 


det | 五 ,| = det 一 0 


ÒL 
0$ (59$ cn) 
此 时 正则 变量 $4) 和 07 之 间 存 在 约束 . 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 
量 系 统 在 相 空 间 中 Green P8 H Æ RZ PR 


Z[J,K] - e, Dr? 8(5,) V det | (,,0,) | - 


exp li Jac IP + Kea®)) C135) 

式 中 
c = A — a (7-13-6) 
其 中 A. 为 系统 的 正则 Hamilton 量 . 对 含 第 二 类 约束 的 系统 ， 
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(9 ,}) 为 所 有 第 二 类 约束 ;对 含 第 一 类 约束 的 系统 ,{@ ,ij 包括 所 有 
第 一 类 约束 和 规范 条 件 ;{(…} 代 表 场 的 广义 Poisson 括号 ;Je 和 
天 人 分 别 为 8 和 re 的 外 源 . 

利用 Grassmann 变量 Cx) 和 C(x) 的 积分 性 质 , 有 


det | (D, Cr,G (9) = JC.) PC, (x) - 


expli|d'z d'yCi Go (8,9. 6010.00 | 7-13-7) 
由 (7-13-7) 式 和 -函数 的 性 质 ,可 将 (7-13-5) 式 写 为 
Z| J,K | - |zs 2; £n? DADC ZE- 


exp li|d*z cs 十 JPP (5) 十 Kt?) | (7-13-8a) 


式 中 
eo =L" 十 AO, 十 


dC C0) (Bz), By) Cy) (7-13-8b) 


其 中 A, G0) 为 Lagrange RT. 

对 A.C.C 也 引入 外 源 , 并 记 $05 — C ios Ams Co Cn) JP = 
(Je ,£,,6,6,). KB sban En 4 NIE aCi Cn 对 应 的 外 源 .于 是 
《7-13-8a) 式 又 可 写 为 


ZU.K] = [Zp Dn exp (i|d'z (sts + 


JoPo + Kiz?) | (7-13-9) 
现 考虑 增 广 相 空间 中 的 无 穷 小 变换 
x" = x" + Ar“ = q" + R! (x) 
$5 CT) = pial) + A$ 15) 一 
| $ (5 Cx) 十 oto, E x) (7-13-10) 
nO! (x) = nP (r) + Arp (r) = 
nj) (r) +T er (x) 
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jM di E(x) (o=1;2 e DAEA EXE BR PLE EDRVE LL EG] e 
微 商 在 四 维 时 空 区 域 的 边界 上 为 0;R2、 Sion Tuo 为 线性 微分 算 符 . 
在 (7-13-10) 式 变换 下 ,有 


òE 
Al =A| Zr dz = fazl - 0$ (s) 十 
0$ (s) 
Of et e (s) u 
Oz Ox T d pL OTa $to 一 AH Ax ] + 


S. (xd 52 (7-13-11) 
式 中 
09 (5) — A$ is) m P (5. Ax" 
(7-13-12) 
Sr = Ar? — nj, Ax" 


JET Z2 Ha SI 

5 dg” drt 

Ha3 See 相应 的 Hamilton Æ. 设 (7-13-10) 式 变换 的 Jacobi 行列 

式 为 J[#$ r,e], # (7-13-10 XXL AE TF , ^E LUE BR (7-13 90 A Æ A 

变 的 ,表明 8Z/8€ —0, T E h (7-13-90 , C7-13- 1 3X (E S EWEA 
的 广义 Ward 恒等式 


Pur P A 
[I + Si Sa) Relg: | SE] S, 9 一 
(5) 


8H. 
= f 一 IC (7-13-13) 


09? (s), 0$ 
Jb N ， SIP 
Rt G 1,42) 十 T| zg] Re| "see 十 
TLK — Re YK) |, | uo ZL7,K] 一 0 
2m a 
nO) e —iB/8K^ 
(7-13-142a) 


Am 
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.9J (8 ,Xe | 


J? = - , (7-13-14b) 


Re Ss TO 9 RE SS TO BS PE BER AEUT. 在 导出 (7-13-14) 
趟 时 ,用 了 关系 直 J [$,2,0]—1 ,将 (7-13-14) 式 对 外 源 多 次 求 泛 
喝 微 商 , 然 后 让 外 源 等 于 0, 从 而 可 得 到 多 种 形式 的 广义 正则 
Ward 人 恒等式. 
例如 :考虑 相 空 间 中 的 无 穷 小 平移 变换 
A5 (xr) = $55 (x) 十 et x) | 
(7-13-15) 
n (x) 一 EN aU (x) 十 E (x) 


此 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. Æ (7-13-15 X HB H TF, AE I EE PR 
《7-13-9) 式 是 不 变 的 ,从 而 分 别 有 


p 
|2* dl E 十 J | : 
| 0$ (s) 
exp iZ% 十 dr 十 Kipr”) = 0 (7-13-16a) 


LZ "n v HK: SE 


exp [it 十 ifadesi 1$? (5) 十 Kt, LI = 0 (7-13-16b) 


ib JE =K =0, H 07-13-16) 式 得 


solo = =0, (0| 510-0 (7-13-17) 


ABT y MRNA 3881 对 (7-13-16a) 式 关于 JO? 求 
n X iz A BS TA S iE 


Éi obase Lu T7 003. Dy stro ttt Eu > OO 


OIT” 


得 (out ,m | Uu: |n — m,in) — 0 (7-13-18) 


由 于 m In 是 任意 的 ,由 (7-13-18) 式 得 
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OH. 


VG) — E B 

cz. (xr) TENES (7-13-19a) 
类 似 地 ,由 (7-13-16b) 式 可 得 

» o OH at 

$5, = SrO Cr) (7-13-19b) 


(7-13-190 349] X. £338 Hamilton 系统 的 量子 广义 正则 方程 . 

在 约束 Hamilton 的 经 典 理论 中 ,Dirac 曾 猜 想 所 有 第 一 类 的 
束 均 是 规范 变换 的 生成 元 .长 期 以 来 对 这 猜想 的 有 效 性 一 直 存 在 
着 争议 ,高 阶 微 商 理论 也 有 类 似 的 问题 . 如 果 Dirac 猜想 成 立 , 系 
统 的 经 典 正 则 方程 应 该 由 扩展 Hamilton E Hg 导出 ,Hs 包含 了 
所 有 第 一 类 (初级 和 次 级 约束. 而 在 广义 约束 Hamilton 的 量子 理 
论 中 ,其 广义 正则 方程 应 由 (7-13-19) 式 给 出 ,五 中 不 仅 包含 了 所 
有 约束 (可 以 是 第 二 类 约束 ), 而 且 还 包含 了 规范 条 件 , 这 与 经 典 理 
论 是 完全 不 同 的 . 在 量子 理论 中 ,最 基本 的 是 生成 泛 晴 ,而 不 是 经 
典 运动 方程 . 


3 7-14 高 阶 微 商 有 质量 规范 场 


有 质量 矢量 场 和 标量 场 的 二 阶 微 商 Lagrange E% Ea 


L =— FPF — c!g,F"9, F^ + 


lo, — mB,(à^p — mB") (7-14-1a) 


式 中 
F, —3,B, —23,B,. (7-14-1b) 
c HM m P3. HE CT-14- DXX 58 HL B Euler-Lagrange 方程 为 


(1 — 2L DUIB, ~ 3, O ~ 2L D2"B,] 一 
mB, + m3,9 一 0 (7-14-2) 
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Àj pCa), BG) = Bt G) 8 BG) = Bt Go) 的 正则 动量 分 别 为 


dw 
ap (x) 


z(r) = 


— — mB'(x) + 9 (x) (7-14-3) 


n, =— Fo — 2° (3 aF” — 33 F) (7-14-4) 
n = 2e GF — 3,F) (7-14-5) 
正则 Hamilton & 


H, — |tz. = Jan, Bt, — ty 


L (Bay — 3,B — 


TD EF” 十 r3 B). 十 ; 


c (2;Bt, — 3,2'B,) (3,Bt; — 3,9* By) + 


lp pl bla3pgmgalgg. — 
T Fak 十 z” B,B' + 9 VE.: Vo 
mB;3'p — (a'n, + mx) | (7-14-6) 
初级 约束 
D — rP > 0 (7-14-7) 
由 约束 的 自治 性 条 件 ,得 次 级 约束 
D = (P, Hr} = I'r — n ~ 0 (7-14-8) 
d? 一 (D!,H4) = Jn; + mr a 0 (7-14-9) 


所 有 约束 下 (天 0,1,2) 均 为 第 一 类 约束 .由 它们 构成 的 规范 变换 
生成 元 


G = [dz [x,a eCa) + mre(x) 十 


X9090 El) | (7-14-10) 
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由 C 导致 的 规范 变换 为 
AB“ = (B",Gj) 一 DZ)，0B1 = 3A Elx) 
0p = me&(x), dr = ðr, = rP = 0 
在 这 个 规范 变换 下 ,系统 的 Lagrange 量 是 不 变 的 . 
采用 路 径 积分 量子 化 ,对 第 一 类 约束 需 选 取 相 应 的 规范 条 件 . 
由 (7-14-2) 式 的 0 分 量 有 
B = [0 — 2V? tm] e 


| (7-14-11) 


ILA — 2c Cl) V * B— me | (7-14-12) 
J&J^ X Coulomb # i 2& £F 
(1—2cLDV * B — mo —0 (7-14-13) 


条 件 (7-14-13) 式 随时 间 的 稳定 性 ,相应 于 BC) = 0; 对 Bo(x) 的 
稳定 性 要 求 ,有 b) =0. 因此 ,有 如 下 3 个 规范 条 件 : 


Q, = B, 20 (7-14-14) 
N, = (1— DY * B — mo 20 (7-14-15) 
N, 一 一 B? AS 0 (7-14-16) 


全 部 约束 和 规范 条 件 一 起 记 为 B= (@(k 二 0,1,2),0;(i= 二 1,2， 
3)), 它 们 成 为 了 第 二 类 约 东 ,上 且 有 如 下 广义 Poisson 括号 : 
(N Cr) D (y)) = 8 (x — y) 《7-14-17) 
(ACz), P (y)} = 
LA — 2° V5) V? —m]jeé?(x—y) (7-14-18) 
(N Cr), D Cy)} = 99? (x — y) (7-14-19) 
由 此 可 见 ,det | (D, Pm) | 5 35 E Jo X. 这 个 行列 式 可 从 生成 泛 函 中 
KE. 
由 奇异 Lagrange 量 (7-14-1) 式 描述 的 系统 ,其 Green 函数 的 
Æ W Z PR 


Z[J,,J ,€,&.] - [2e DBD B? DA Dr, ng 。 
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exp lide cm + JQB' 十 


Jo + E&A + Eng") (7-14-20) 


xx S [UL EE CIL TRE T AD B" e Ap 引入 了 外 源 J,、J E En, 
而 
ce = AB’ 十 r? BYE) 十 TQ 一 
eC, 十 人 二 十 Ai， (7-14-21) 
系统 的 正则 作用 量 和 生成 泛 函 (7-14-20) 式 在 (7-14-11) 式 变换 下 
是 不 变 的 ,变换 (7-14-11) 式 的 Jacobi 行列 式 为 1. 此 时 正则 形式 的 
广义 Ward 恒等式 (7-13-14a) 式 ,成 为 


03 Ò osam oa 9 53 9 O 
| Jo gg, T LYŽA = 2) — m']gg —9»ge 
2^], + mJ | ZUJ pJ 8. — 0 (7-14-22) 


令 Z|J,,J,€ ,£, | -- exp qW[J,,J,£5,£,]), JF gi iz PR Legendre 
变换 引入 正规 项 角 的 生成 泛 函 ， 
l| B",9,4,5| -W|J,,J,6,£,] — 


CE +J + E&M + ên) — (423) 


oW —— nn， a 

Gy BT, gp) 74400 (7-14-24a) 
Wo Tr ooo 

Ba) £v» Bp(z) JO) (7-14-24b) 
OW - T m 

Buy ^» auc E (7-14-24c) 
aW Sr 


ETO geg o OD (7-14-24d) 


由 此 Ward 恒等式 (7-14-22) 式 化 为 
Jy) — ViA — 2c8í[] — mq 4-93) 十 
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JA ol 


将 (7-14-25) 式 分 别 对 9 (zs) 或 BG) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 所 
有 场 ( 包 括 乘 子 场 ) 为 0, 即 让 B,—9 = i, = H = us—0, 2 183 


SrO] — 1, SMI qug 

0g (1,209 (x) B m ^4 0B" (x Jp (x) (7-14-26) 
2 2 

DE. S LO: (1-14-27) 


^ SBC, )òB lar)  ” dp OB" Gr) 
(7-14-26), (7-14-27) 式 分 别 给 出 了 9 CX) 场 和 B*(x) 场 传播 子 所 
适合 的 关系 式 . 

将 (7-14-25) 式 分 别 关 于 BC) p Cr) K E PR PICS ^ PA Je LE 
所 有 场 为 0, 得 

" Sro] uM &TT0] 
^ 6B"(x,)6B' (1,969 (x) 09 (1i)0BD'(1,)99 Cx4) 

: (7-14-28) 

(7-14-28) 式 给 出 了 场 的 3 点 正规 顶 角 应 适合 的 关系 式 . 将 (7-14- 
25) 式 对 场 多 次 求 泛 函 微 商 ,可 得 正规 项 角 间 更 多 的 关系 . 

由 正则 形式 广义 Ward 恒等式 导出 正规 顶 角 间 的 关系 ,其 突 
出 优点 是 ,对 相 空 间 中 生成 泛 函 可 以 不 事先 作出 对 正则 动量 的 路 
径 积 分 . 

当 det | (5;,0,) | 与 场 量 有 关 时 ,这 时 只 需 寻 找 保 持 7 T 
不 变 的 定 域 或 非 定 域 变换 ,在 该 变换 下 由 正则 广义 Ward 恒等式 ， 
仍 可 导致 正规 顶 角 所 适合 的 关系 . 


$7-15 广义 QCD 中 规范 场 - 鬼 场 正 规 顶 角 


广义 QCD 的 Lagrange 量 密度 -至 - 
1 1 


4 = gO” — QGDVOLDPGT + 
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JAY" V 5,4 — mq" (1-15-1) 


A P 
G;, —2,B; — 9,B; + fLB,B; (7-15-2) 
D, 一 3a ,十 f4B; (1-15-3) 
V hu —959, — I(T a) pBh (7-15-4) 


其 中 T,—2,/2, A, 为 Gell-Mann 4 E. Lagrange & (7-15-11) xX Æ 
下 列 规 范 变换 下 是 不 变 的 : 
òy = — ie" (x) (D. 
0A, = Die (x) 
广义 QCD 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ,系统 在 相 空 间 存 在 固有 约束 . 
Ub mu n ong S AS E 5S. B^. BE = B" gp 4 LZ I] IE DUI HC gE 
动量 . 系统 所 含 的 约束 为 


(7-15-5) 


QUO = x Dix ~ o0 (7-15-6) 
PP = n, — i? ~ 0 (7-15-7) 
PP = m a 0 | (7-15-8) 


DD = Diny — JO — [09 TOW 十 
QUO] — f2(B s? + rB”) (7-15-9a) 
而 
(TD 一 一 YT) (7-15-9b) 
QUOI G0 385 —3& 4g ,0; 9 0: 为 第 二 类 约束 .采用 路 径 积 分 
量子 化 ,正则 规范 条 件 取 为 


pe, = 3,B^ 0 (7-15-10) 
gc = 3,B5 ~ 0 (7-15-11) 


全 部 约束 和 规范 条 件 一 起 构成 第 二 类 约束 . 此 时 Green 函数 的 生 
JR. 17 PR | 


Z|J | = | DBDB o DYDD Dr Dr Dr; , 
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CP) /det| ($,0)| ， 

exp (i |a + JiB + Jg + da) | (7-15-12) 
式 中 

cf P 一 rz, B” 十 x Be 十 $m, 十 "ES 一 &. (17-15-13) 
如 .为 系统 的 正则 Hamilton 量 密 度 ;@ 代表 全 部 约束 条 件 和 规范 
RIF D= (D, Da). 这 里 仅 对 场 量 引入 外 源 , (7-15-12) 式 又 称 为 
^^^ bs" Green PA BS AE Ji iE BS UU. 由 于 

det| (6,0) | = det*Dz3,8(x — y) (7-15-14) 


引入 鬼 场 CCz) M Clr). B C7-15- 140 3X RT 34 (07-15-1220 58 3g 
Z[J^,J,J,6,€,5,€] 一 


jen ZB, £o DG Dr Dr” . 
n, Cn; CC DC DA Dp - 
exp[i | d*z cse 十 JB; 十 JU 十 


YJ + EC HCE H TA, +E) (7-15-15) 


式 中 
gf? 一 Sm LH Lo (7-15-16) 
L; =AND H ARD FX) 十 
AD + Da 十 505, (7-15-17a) 
S a =2C, (x) D43; (x) (7-15-17b) 


下 面 来 寻找 一 变换 ,使 S 和 SZ RBEARZE. 由 于 在 
B”, C) = Bil) + Die (x) 
Cz) = C*(G) HiT Eel) 
变换 下 ,D&C” 变 为 
DiC = Dp + iC 2$se GODLC' (7-15-19) 
因此 ,如 果 设 C^ CD 做 下 列 变 换 


| (7-15-18) 
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g"C" = 9*C* — 1C (Tte (x) (7-15-20) 
那么 ,2 和 和 在 下 列 变 换 
C" (x) = C'G + (De GC) 《7-15-21a) 
C! (x) = C*G) — iC Ge 十 


ca C (t^e Cr) (7-15-21b) 
B", (x) = B(x) + De (zx) (7-15-21c) 
ez) = BG) + 9,0568 G) (7-15-214d) 


n", (x) = m) + fente G) 十 


fen Vr) Gc) (7-15-21e) 
n; (x) = mU") fene) (7-15-21f) 
V Gr) = pa) — iTe Gd) (7-15-21g) 
JG) = 9G) + igG Te) (7-15-21h) 
w (£) = m) + dn GT, (zx) (7-15-21i) 
z'y(r) = mix) (7-15-21]) 


T ,是 不 变 的 . (7-15-21b) 式 又 可 写 为 
C (2) -CG) — iC GO) Tz) + ild'yA Gs) - 


8 [C G0 C72" Cy) ] (7-15-22a) 
AP Ay Gr— yp ER 
DA lt, y) = i8*Gx — y) (7-15-22b) 


设 将 (7-15-21) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 记 为 J.[$ r,e], HE 
iJ. $ ,2,€] 


Ji 一 一 ; 
OE E (zx)—0 
在 (7-15-21) 式 变换 下 , 设 E, 的 变更 为 
óc, = P(g m, à, p)e, (x) (7-15-23) 
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其 中 F, 535 B9 iE AE ERI TH ALGO us GO UB X MET S 
和 一心 一 0 时 ,下 ,一 0. AER IT A (7-15-15) X Æ (7-15-2)D 3 E F 
AE ,此 时 广义 Ward 恒等式 (7-13-14a) 式 化 为 


人 6 
Ü — e A 
[Jt + iF, — i3 pIE + if 5 + IT g 


iJT E + i, (T,X): 


g aJ um ie, CT, 


E gt 


iarla, B 上 | (T). ge A \ ZEJT, J E,6 g] = 0 
(7-15-24) 
ib Z[J4)J,J,6,6,9, £]— exp QW[J£,J,J 6.6.5, £]] HA 
iP Legendre 变换 将 W[J^,J,J,6,£,7, € RA DP[B2,9, 4, C,.C, 


À, y), Bp 
DL B2,9,9,C,C, A, y] — W|J*",J,J,8,6,9,€] E 


Jd tB; + Jg + JI + 


EC + CE H TA, H P") (7-15-25) 
H 
G 一 BEO gg TTO 005290 
W = Pr), iG ——J(a) (T15-26b) 
JC = dx), B —— JG) (7-15-26c) 
S = C(x), zu = — Er) (7-15-26d) 
CD = Cx), LS =— Ex) (7-15-26e) 


AWO Do 
óy (x) | As GO) s SAT) — T 


(x) (7-15-26t) 
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3W 
Bz) ^» EIS c =— 4G) (5-26) 


这 样 ,(7-15-24) 式 又 可 化 为 


. ST 
J? + iF, + ,3 


ol 


ELLE ~ A 


A Tu + 


—— — b o 
1 un 1C" (T, 5 xu + iC (Tao; Sm 


1J 4 or ] b, ob 
19 Eg F ul (T, Ja C |= 0 (7-15-27) 
将 (7-15-27) 式 关于 C Go REC" (zs) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 所 有 场 
(£3 1536 T 5252730, Bp Bi =4 =p =C =C = àn = y= 0, F R18 
， sr[ol O a rya a). 
EEN LEA 5 ose en on) 
— VT[O] pyar — xo eT] — 
8C* Cx, JÒC’ Cr) (T. )rò Cc: Xa) SC. (x )8C" xr.) 


"|a, Ex EC GS E g) (99. 一 z:) | =0 
(7-15-28) 
(7-15-28) 式 为 (7-15-21) 式 变换 下 广义 QCD 相应 的 规范 场 - 鬼 场 
正规 顶 角 的 Ward 恒等式 ,将 (7-15-27) 式 关于 其 他 场 求 泛 函 微 
商 ,然后 让 场 变量 等 于 0, 可 得 到 场 的 传播 子 和 正规 顶 角 间 更 多 的 
KRA. 
(7-15-28) 式 与 传统 的 BRS 不 变性 导致 的 结果 不 同 ,BRS 变换 
中 关于 和 鬼 场 的 变换 是 非 线性 的 ,这 里 在 变换 人 7-15-21) 式 中 关于 擅 
场 的 变换 则 是 线性 的 ( 非 定 域 ). BRS 变换 保证 了 有 效 Lagrange 量 
不 变 . 这 里 的 变换 仅 保证 了 2? 和 和 ws 的 不 变性 ,而 £^. 可 以 是 非 
不 变 的 . 导出 规范 场 - 鬼 场 正规 项 角 Ward 恒等式 (7-15-28) 式 时 ， 
勿 需 作 出 对 动量 的 积分 ,这 也 是 和 传统 研究 不 同 的 另 一 突出 优点 . 
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S 7-16 X QCD 中 的 PCAC $i AVV Tfi f 
由 Fermi 35 Cx) ER ^K: Tek Dit HAC DL PR ER Uit IER E f , 
分 别 为 
V5) = PY T p) 
A Cr) = dG»YY.T*d(x) 
i (7-16-1) 
S^(xr) = 9GOT*g(G) 
P(x) = PLY T 9r) 
5| 入 与 这 些 流 相应 的 外 源 v! Gr) a” Gr) s, GO b, GO ,并 构成 与 
(7-15-150 AH MKI FE ^E R A , BD 
Z[J5,J,J,£,€,9,,v,a,s, p] 一 [ZB 2B. d Dy tZn 。 
Cn Dr, Drs DC € C DA Dp- 
exp [i]d*z A + J4b5, + Jø + JJ + 
EC 十 CE 十 Tàn + En + vseVs 十 


ajA, 十 s,5^ F p,P") (7-16-2) 


在 手 征 变换 
JG) = A + ie G.TOSG) 
m plx) = m) — ae GOTT.) 
JG) =P) A + ie GT?) 
ma(r)- (1 -—iüie€G)5T.oas) 


(7-16-3) 
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61? —|d'aso == 


Jd*ze (x) (arag 一 2mP" — f£ ALB") (1-16-4) 


X rp e Go) 是 四 维 时 空 区 域 边 界 上 为 0 的 无 穷 小 任意 函数 . (7-16- 
3) 式 变换 的 Jacobi 4750 3X 29 197. 又 因为 

|. 6001? 一 一 ier(z) 瑟 4D7.T 
其 他 约束 条 件 在 (7-16-3) 式 变换 下 不 变 . AHE h ERZ PR (7716-2) 
式 在 (7-16-3) 式 变换 下 的 不 变性 ,有 


| 2 CB, £p £p £n Dr? Dr, Drz DC C dA Dyu. 
[29^A; 一 2mP* 一 fLALB'" — iP PYT, + YT, + 
PYT J 十 ft A” 十 fiad V" — dis,P* + dz ^S] - 
exp | i|d*z Ct + JB + Jj + JJ 4- EC H 
CE + TAn 4- Pn, H viV* 十 arAs 十 
sS + p,P*)| = 0 (7-16-5) 
当 所 有 外 源 为 0 时 ,在 约束 超 曲 面 上 ,由 (7-16-5) 式 可 得 —- 
(0|[2^A*(z) 一 2mP* (x) 一 
fi AG) B*(x)]]0 = 0 (7-16-6) 
此 即 广义 QCD 中 轴 矢 流 部 分 守恒 (PCAC) 的 一 种 表达 式 .将 
《7-16-5) 式 关于 vw(y)、vi(z) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 所 有 的 外 源 为 0， 
则 在 约束 超 曲 面 上 ,有 
(0|T* [(2^A*(x) — 2mP*(x) 一 
fi, Adz) BYC) VG) Vi(z)]10》 = 
i9 (z — y) feo ITTA C) ViCy) 10) + 
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i9 (x — z)/4O0ITLAgGO2V5GD]IlO.— C-16-D 
这 就 是 AVV 顶 角 的 广义 PCAC 关系 . 对 一 阶 微 商 系统 相应 的 问 
题 在 文献 [57,58] 中 的 讨论 忽略 了 对 约束 的 处 理 . 


S 7-17 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 整体 量子 正则 


对 称 性 质 
在 奇异 Lagrange & 
Zo ,..pL..9':5»5) P um) 一 d .9.9 (7-17-1) 


7n 


描述 的 动力 系统 中 ,由 于 Lagrange 量 (7-17-1) 式 的 奇异 性 ,系统 
的 运动 被 限制 在 相 空间 中 由 约束 所 决定 的 超 曲 面 上 . 系统 Green 
函数 的 生成 泛 函 可 写 为 "5 


Z[J ,K | =| Dpi Dr D Àn DC, DC, ° 


exp [ida Co Jet, Kt?) | (7-17-2) 
有 效 正 则 作用 量 
I^. = [aas - |d'z| net. — BF. H AD, H 
EDO ( (x) 9.616,60 | (7-17-3) 


A:r? 为 Ostrogradsky 变换 所 确定 的 正则 动量 ;如 为 正则 
Hamilton E $ E; P= {B,) 为 所 有 约束 的 总 体 ( 对 第 二 类 约束 系 
统 ); 或 约束 和 规范 条 件 的 总 体 ( 对 第 一 类 约束 系统 ),{，,*} 代 表 场 
的 广义 Poisson 括号 ;CCz) 和 CCz) 为 Grassmann $ iE; A Cx JJ 
Lagrange RFH. HT fj 46i 9 t E o= (9t A Co C0.J2 = 
(Jo ,£,,6,,£0 HEP En 6,5 4 WII ACC, 相应 的 外 源 , 这 时 
(7-17-20 XX n] 3 ON 
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Z[J,K ] - [es (o mS e 


exp 'i|d*z cos JPS + Kea?) | (7-17-4) 


下 面 从 系统 的 整体 对 称 性 出 发 ,导出 系统 整体 对 称 下 的 广义 
正则 Ward 恒等式 和 量子 守恒 律 .考虑 增 广 相 空间 中 的 整体 对 称 
变换 ,其 无 穷 小 变换 为 

x" = Xx + Ar" = or"c-bgr"G: $05.) 
$6 (Z ) =p iola) + A$t,G) = 
Pio GO 十 EEO CTP 6 757) (7-17-5) 
Tox) =r a) + Ar? (x) = 
na (L) 十 EN CLP iona ) 
式 中 :ex(c 一 1,2,…，7) 为 任意 无 穷 小 参数 jir EON 为 X.Y、 
xs” 的 给 定 函 数 .假设 有 效 正则 作用 量 Fi 在 (7-17-5) 式 变换 下 不 
变 , 且 (7-17-5) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. ^E JE A (7-17-40 A 
在 (7-17-5) 式 变换 下 不 变 , 于 是 有 


ZUJ, K] — |f, erp 人 1 二 ijdzl J| && — a, os] + 
s)8 $ 0 | 
D 09, T +a e IP urs + 
se ||) Z[J.K] (7-17-6) 
2 Ko L l fyri? | 
e 一 这 / dK 
从 而 ,得 
À 
4 | EN e (s)0 | pa M 
ja Ao "2, iy] uL I d ^^ BK, 
; » jo sis kt sS] T ZJ.K]-c 
+ r DO > idKi r iby j 
x > —iB/8K7. 
(7-17-7) 


(7-17-7) 式 为 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 整体 对 称 下 的 广义 
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正则 Ward 恒等式 . 对 (7-17-7) 式 关于 外 源 JO 多 次 求 泛 函 微 商 ， 
然后 让 外 源 为 0, 可 得 车 于 Green 函数 间 的 关系 式 . 

下 面 推导 整体 对 称 下 的 量子 守恒 律 . 假设 系统 的 有 效 正则 作 
用 量 7&% 在 (7-17-5) 式 的 整体 变换 下 不 变 . 将 该 变换 定 域 化 ,在 增 


广 相 空间 中 讨论 对 应 的 定 域 变换 : 
x" — z" + Na" —a* Ee Gr) e" Gg t vri) 


$5 (G7) = $1, + A$5,G) = 
$t; 62) F 6 20565 (Th 077) (7-17-8) 
n^ CL) = n a) t Arg a) = 
n2 C) 60? Crp oni) 
式 中 ez) 一 1 2 7) AAA MET R A , € NEA Br a 
的 各 级 微 商 在 时 空 区 域 的 边界 上 为 0. 在 (7-17-8) 式 变换 下 ,系统 
的 有 效 正 则 作用 量 的 改变 为 


Aft - fa! TE, (x)| sii e 


(y — ~ Aant”) -+ ARGAE. (s+t1) 一 e ar" | 十 


《3) — $t5,77) + 


olt eff 
SX (5 


Dx? C5 — $1,,17]) + Jd'e(L Gta, 一 


e aT” 18 6, Cc) 十 zx G) n P io.a De, )) 
(7-17-9) 
X 'H D=d/dt. 由 于 假设 有 效 正 则 作用 量 在 整体 变换 (7-17-5) 式 
下 不 变 , 故 (7-17-9) 式 中 的 第 一 个 积分 为 0. 根 据 es(z) 的 边界 条 
件 ,(7-17-9) 式 又 可 写 为 
Ales = Ja'ztL ors tos E e ac" |8 6, Cx) 十 
n (E 一 $ to aT De x) ) = 


- |dze Gx)02,L Gu $ 5 — £a)" | 十 
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D ri (5 — $0,771 (7-17-10) 
将 (7-17-8) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 记 为 J [$ ,x,el. £ RZA 
ZUJ,K] = $t, £n? - 


exp fi fda con + J9$5, + Ktyx)| (7-17-11) 


在 (7-17-8) 式 变换 下 的 不 变性 ,表明 
2 = 0 (7-17-12) 


' Oe, (xr) £ Ct) =0 


将 (7-17-8)、(7-17-10) 式 代入 (7-17-11) 式 ,并 对 所 得 结果 关于 
e Cx)oK 19 PR 9 E o H 07-17-12) 418. 


区 (5) Cn) 3, (27$ GD 一 e aur" | 十 
D[ a (5 — $15,,:75] — J$ M — 


exp[i|dtz cs + JP + Kipri?) | = 0 (7-17-13) 


式 中 
J? —_; ð [多 re] 


és (rr) e (z) 一 0 
M° = JE EB — 41,77) + Ko VY — r9 7") (07-17-15) 
将 (7-17-13) 式 关于 外 源 Jo K n 次 泛 函 微 商 ,得 
[Dpt Drt ta Lotes — 262077] + 
DLr E —$05,,50]—J65— M) 
$' GP Gu) $*G) — 1D A G0$* GU - 


(7-17-14) 


$*G; 0$ Ga D$?) Ndr — z) 
exp i [az cn p JO42, + Kene) | — 0 (1-17-16) 


AP 
380 


N” = Eto — iur” (7-17-17) 
在 (7-17-16) 中 ,让 所 有 外 源 为 0, 得 
OLT (3,[ (2? $1.4, — Ea) | A D[zP (5 — $06,770] — 
J5)$ Crh Cr) g(r) [00 一 
i > OIT p Crp * Gr $* G4 * 


$*'CGrj5)*$*(Gn0N"7|0)69(0— x) (7-17-18) 
式 中 :10) 代 表 场 的 基态 ;T' 代表 一 种 特定 的 编 时 乘积 . 固定 i, 并 
让 

t N PEELE A —> -+ OO; Lac iolp 2277" ,一 > 一 OO 
利用 约 化 公式 "1, 可 将 (7-17-18) 式 化 为 
(out ,m | {I LPS a — E 4077 + D[ x? (be 一 

$15,,7)] — Js) |n — m,in) = 0 (7-17-19) 
HF m.n 的 任意 性 ,于 是 有 

ILAP ao — eA) re™ 十 

D[zP (&,—9$1,,77)]- 7 (7-17-20) 

Kf (7-17-20) A TE UU H E DX Ja BA A B D TE 2 18] DX 39 6 27 e Ab 
为 0, 利 用 三 维 Gauss 定理 ,由 (7-17-20) 式 得 


D scat cet, — pT) 一 ef at | — [d'a 
| (7-17-21) 
其 中 重复 的 拉丁 字母 & 指 标 求 和 由 1 一 3. 3CRERILÁSE IER AR Ln 
果 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 有 效 正 则 作用 量 在 增 广 相 空 


间 中 整体 变换 下 不 变 , 并 且 对 应 的 定 域 变换 (7-17-8) 式 的 Jacobi 
行列 式 为 常数 时 ,那么 该 系统 存在 的 量子 守恒 量 为 


Q^ 一 | d'z (nt? (5 — P ionat) — f arc | 
(9 = Lem) (7-17-22) 
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此 结果 对 理论 中 无 反常 时 成 立 . 

量子 守 得 量 (7-17-22) 式 与 正则 形式 Noether 定理 导出 的 守 
恒 量 相对 应 . 由 于 约束 Hamilton 系统 量子 化 时 ,约束 带 来 的 量子 
效应 ,一般 有 效 Hamilton 量 Hac = trus 与 正则 Hamilton 量 
是 不 同 的 ,这 时 量子 守恒 量 (7-17-22) 式 有 别 于 Noether fi. 这 是 
由 于 约束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方程 不 同 于 经 典 正 则 方程 的 
缘故 . 在 约束 Hamilton 的 经 典 理论 中 ,Dirac 曾 猜 想 : 所 有 第 一 类 
约束 (初级 约束 和 次 级 约束 ) 均 是 规范 变换 的 生成 元 ,它们 生成 物 
理 态 之 间 的 等 价 变换 . 这 个 问题 与 由 扩展 Hamilton E Hs 给 出 的 
广义 正则 方程 是 否 与 Lagrange 方程 等 价 紧密 相关 . 长 期 以 来 , 关 
F Dirac 猜想 一 直人 存在 着 不 同 的 争议 . 前 面 已 给 出 反例 说 明了 高 
Br ong" 4 Lagrange 量 系统 Dirac 猜想 失效 ， 

在 量子 理论 中 ,基于 生成 泛 函 (7-17-4) 式 在 正则 变量 iA 
m 平移 变换 下 的 不 变性 ,可 以 得 到 量子 理论 中 的 高 阶 微 商 奇 异 
Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 ,; 即 

$t = ur) n 一 一 Mz (71-17-23) 

可 见 , 约 束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方程 , 既 不 是 由 总 Hamilton 
量 Hr 决定 ,也 不 是 由 扩展 Hamilton 量 He 决定 . 量子 水 平 的 (7- 
17-23) 式 与 经 典 正 则 方程 不 同 , 因 而 量子 水 平 的 守恒 量 就 不 同 于 
经 典 Noether FHE. 在 量子 理论 中 , 导出 守恒 量 (7-17-22) 式 不 
仅 需 要 系统 的 有 效 正 则 作用 量 ( 而 不 是 正则 作用 量 ) 在 整体 变换 下 
不 变 , 而 且 在 对 应 的 定 域 变换 (7-17-8) 式 下 其 路 径 ( 泛 函 ) 积 分 测 
度 也 不 变 . 这 与 经 典 理论 中 守恒 量 存在 的 条 件 是 不 同 的 .可 见 , 经 
典 理论 中 的 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 ,在 量子 理论 中 一 般 不 再 保持 . 
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$ 7-18 高 阶 微 商 杨 -Mills 场 论 中 的 量子 守恒 律 


含 高 阶 微 商 杨 -Mills 场 的 Lagrange & ^? 
1 


e cq FE 一 Lg DF ch (7-18-1) 

A P 
Fi, = 3,4: — 3A? + fA ÆA, (7-18-2) 
D; = X3 ,十 fhAs (0 (7-18-3) 


在 Coulomb 规范 下 ,Green AZt W Æ RE KN 
Z[ J ,£,E,7] - 24; At... Ent Con DC, DC, Dhn * 


CDE) 8 (96 exp [i|d*z (sens + JLA: + 


EC, + C6 + An) | (7-18-4) 
式 中 
ct 一 Se 十 到 十 到 (7-18-5) 
Gf» = nA 十 aA], — E, (7-18-6) 
L n = XX 十 ROP (7-18-7) 
L — 2C,D59,C, (7-18-8) 


9€. 是 (7-18-1) 式 相应 的 正则 Hamilton 量 密度 ;zx 和 027^ 分 别 为 
AS, A? = At, IE B 1E JUI E zl] f ; (5) 0 (07) 4 EDD ZR AR dE 
和 规范 条 件 . 在 《7-18-4) 式 中 , 仅 对 场 量 AZ 引入 了 外 源 Ji, HT 
理论 的 规范 无 关 性 ,其 规范 条 件 Bi 之 0(i= 二 1,2) 可 用 规范 条 件 
Ga 一 pa(z) 守 0 代替. 其 中 5; GO 为 与 规范 无 关 的 函数 ,用 


exp| 一 E dz (pu) ( 式 中 为 参数 ) 去 乘 (7-18-4) 式 ,然后 关 
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T pM PR BLA) LAE EGRE PR ^. 18 
ZLJ ,E,£,0] =| DA; DA p, Drt Dnt, DC, DC, DA, - 


exp [i |d*z Cota + JeAz + EC, + 


CE, T TAn) | (7-18-9) 
A P 
Ly =L F EOL 十 RDL 一 2- (96 )' — 
1 
-l (3:2)! + 2C,D4.C, ， (1-18-10 
2a 
考虑 相 空 间 中 的 BRS 变换 


A’ = DzC'r, 6A5,, = 3o (DECT) (7-18-11a) 
Sr = f*z"C^r — fer "Cr 


Oz" — fert Cr 


(7-18-11b) 
3C = 3 f&C'C*, SC = —9* Af (7-18-11c) 
式 中 = 为 Grassmann 参数 .由 于 高 阶 微 商 纯 杨 -Mills $5 f 259 38 
D xM 一 二 0 均 为 第 一 类 约 东 ,变换 (7-18-11a) 式 是 由 第 一 类 
约束 作为 规范 生成 元 所 产生 的 规范 变换 , 它 不 会 离开 约束 超 曲 面 ， 
因此 ,在 BRS 变换 (7-18-11) 式 下 , 沿 着 约束 (包括 规范 约束 ) 所 确 
定 的 超 曲 面 上 ,系统 的 有 效 正 则 Lagrange 量 (7-18-10) 式 是 不 恋 
的 , 妈 LaO. (7-18-11) RÆ H 9 Jacobi 行列 式 为 1. 按 (7-17- 

22) 式 所 得 系统 的 广义 BRS 量子 守恒 量 

Q =|dzcrs4: 十 ra OAL 十 
MC? + z,0C*) (7-18-12a) 
式 中 

r? = D} DoF” (7-18-12b) 
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m, = DID PY 十 DEDSFZ) — Dif? + FY (7-18-12) 


m l = 0 (7-18-12d) 
m = DEF) (7-18-12e) 
m, 一 一 Č (7-18-12f) 
z, = DC? (7-18-12g) 


上 述 形式 的 显著 优点 在 于 勿 需 作出 系统 Green 函数 的 相 空间 生成 
泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积分 , 即 可 导出 相应 的 结果 . 


$7-319 高 阶 微 商 Maxwell 3E Abel-Chern-Simons 理论 
中 的 量子 守恒 律 


现 考 虑 (1 十 2) 维 时 空中 非 Abel-Chern-Simons 项 与 旋 量 场 的 
Ha Eo. 高 阶 微 商 Maxwell dE Abel-Chern-Simons 理论 中 的 
Lagrange ^ 


L = EDELE” — TPP + e(a AtA + 
Z FLALAUAS) + igy D y — mpy (7-19-1) 
式 中 
Fo =3, A — 3, An + fi A, A; (7-19-2) 


D, 代表 协 变 微 商 . dE Abel-Chern-Simons 项 的 规范 不 变性 要 求 常 
Hr c—n/Ax a1 为 自然 数 ), Dirac V- E H y=, Y =i, Y =i 
(go 为 Pauli Æ FED. 由 Ostrogradsky 变换 ,分 别 对 AL Å= By 
和 y 引 人 相应 的 正则 动量 PQ nA n A 
a L Ir 


Pr =2Z 3, 2 -19- 
Q —2* (7-19-4) 
2 B, 
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求 出 的 PAQA ^ 和 rv 分 别 为 


初级 约束 为 


Po = F 十 KA — DDF” 一 
DQ” — —D,D,F*^ + fL AR" 


Q“ 一 一 p^ 


m^ = i 
T^ = 0 
Qg — z^20 


Q = m^ — iW zo 
AO — Q! a~ 0 


总 Hamilton Ë 


(7-19-5) 


(7-19-6) 


(7-19-7) 


(7-19-8) 


(7-19-9) 
(7-19-10) 


(7-19-11) 
(7-19-12) 
(7-19-13) 


H, = |dzcee 十 RA HLP HFA) (7-19-14) 


Ah A3 Bose Lagrange 3& T. ;A, AI A, 为 Fermi Lagrange ÆT; 
22 为 正则 Hamilton &, | 


QV. — AP" + BQ + prta €^ (1-19-15) 


正则 变量 对 CA, P), CB2, Q, (MDA MWERA 
Poisson 括号 与 一 阶 微 商 理论 结果 相同 .初级 约束 的 自治 性 要 求 
(0, Hx) 08 (0, Hz) 50, 分别 给 出 确定 的 Lagrange RF X M A 
的 方程 . 由 初级 约束 A 的 自治 性 条 件 得 次 级 约束 . 其 次 级 约束 


为 
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AD = (AO, Hi} =— P?--DQ^z0 (7-19-16) 
由 次 级 约束 的 自治 性 要 求 , 有 
AO — (AO, HL) — — DP” — riia, A. 一 
Be — f£ A3DQ* + ifp Ty œ= 0 (17-19-17) 
A= {A Hr) — — fr ALAQ* (71-19-18) 
可 见 ,4'“ 自 然 是 弱 等 于 0, 而 不 导致 新 的 约束 . 做 约束 AT" Lug 
的 线性 组 合 ,给 出 
he — fs (Jat + p) + DP” 十 etid, A 十 
fi BQ + fo ASDQ”* ~ 0 (7-19-19) 
不 难 验 证 ,(7-19-11)、(7-19-12) 式 为 第 二 类 约束 ,而 (7-19-13)、 
(7-19-16)、(7-19-19) 式 为 第 一 类 约束 . 按 约束 Hamilton 系统 量子 
化 规则 ,对 每 一 个 第 一 类 约束 需 选 取 一 规范 条 件 ,并 将 这 些 规范 条 
Hr Hg US 


w= B20 (7-19-20) 
X= 3,B" 220 (7-19-21) 
Q3 — 23,A" ~ 0 (7-19-22) 


此 系统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ,其 Green 函数 在 相 空间 
'P BS ^E ie A 


zu -jg £P; DB, DQ: Dp Zn Dy Dr 8(0)9(0) - 
[Lecat det | (A9 ,N,) |[det | {8,8} |]? - 
exp[i| dz CAP" 十 BQ” E jz d z)— 
Bt: + JUA, + IaB, +T d VD | (7-19-23) 


不 难 验证 , (0,0) 5 HEA, 8T A AE IR IE A -19-23 R HERE E. 
而 
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A 0 0 
[((A7?,0)]—]|0 M" B | (7-19-24) 
0 0 M 
式 中 
A = [(Av*,(f] = [— 6"76Cx — y)] (7-19-25) 
M* = (AP* E} = (8^ v? — fA )6Qx — y) (7-19-26) 
B = [{4A0", f% ] (7-19-27) 


记 M.=LM*]. 因子 det M.ò(3 A“) 可 用 det ML 6(2,A7)D 代替, 而 

M, = (0*23"9,, — fL AI )8(x — y) (7-19-28) 
将 (7-19-24) ~ (7-19-28) 式 代 和 人 (7-19-23) 式 ,其 中 的 行列 式 用 
Grassmann 变量 C*(x) 和 C*(y) 的 积分 来 表达 ,由 理论 的 规范 无 
关 性 ,可 将 规范 条 件 的 因子 写 在 指数 上 . 略 去 与 场 量 无 关 的 因子 ， 
于 是 生成 泛 卫 (7-19-23) 式 又 可 写 为 


ZUJ] - [e DP! DB? DQ! dj Dr By Dr DADA» 


DC DC exp (i ]a*z Ce 十 Ji AR 十 


JEB. + Jo + YI + JaC + CJ, | (7-19-29) 
式 中 
ct 一 cp E Of. VF Lt S s (7-19-30) 


c» = AP" 十 BQ" + Pratap 2€. (7-19-31) 
L, = 一 aO AT (1-19-32) 
L n 20"C' DC (7-19-33) 
g^, = KA + A + FA — ja (X 
G= 1,2) (7-19-34) 
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在 (7-19-29) 式 中 对 和 鬼 场 C"(z) 和 CCz) 分 别 引 入 了 外 源 J 8I J s. 
现 考 虑 相 空 间 中 的 BRS 变换 

34 —— DiC, SPE — — rfs PC + rfe QC 

òB — — r9, (DiC), DQ = cf QC’ 

0p = irC"T'y, 8r — — iraC" T^ 

SY = — irjC^ T^, ðr = icC^T*z 

òC = iUACC, òC = — "X 2 

(7-19-35) 

(7-19-30) 式 中 前 三 项 之 和 ( 即 £7» £7, m S7 4. ) 在 (7-19-35) 式 变换 
下 不 变 ; 由 第 一 类 约束 产生 的 规范 变换 仍 保持 第 一 类 约束 不 会 离 
开 约 束 决定 的 超 曲 面 ,而 第 二 类 约束 9 和 0 在 (7-19-35) 式 变换 下 
不 变 ;(7-19-34) 式 最 后 一 项 My OD 显然 在 (7-19-35) 式 变 
换 下 也 不 会 离开 约束 超 曲面 . 即 是 说 ,量子 理论 中 有 效 正则 La- 
grange Ek ?tw 描述 的 系统 在 (7-19-35) 式 变换 下 是 不 变 的 (在 约束 


所 确定 的 超 曲 面 上 ), 且 (7-19-35) 式 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 这 
样 由 (7-17-22) 式 所 得 系统 在 量子 理论 中 的 BRS 守恒 荷 


Q = dzcra4: + QB + x8) + Sfc + R,8C* + C'R, ) 


AF R 和 R 分 别 为 鬼 场 C" A C^ A 1E RU 36 ge zh E. 

有 效 正 则 Lagrange Et 纪 和 在 (ziyzz) 平 面 内 的 空间 转动 下 是 
不 变 的 , 且 场 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 在 空间 转动 变换 下 ， 
r™“ 一 0, 于 是 由 (7-17-22) 式 得 系统 在 量子 理论 中 的 守恒 角 动 量 "9 
9 A^ 2A 3 B? 3 B* 


一 T 5 一 4 
9 X, d X. 


十 


J = [aiz [pz z, E Qi». 


d X, 9 X. 


P; $1) Az + Qr $1) Bi H ier Sue 十 


12 12 
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= IF 292 ao a3 

Tal T2 AT, 41 t. T E 9 Ti A IL Ta T 

— 3C’ "Tos "T és aC. 

R.| x. az, — 4X1 ac E Jx, Tı FALA (7-19-36) 


AP 


| 2, | » — SjiEt BivBkn 


jk 
] 
5a — yat Y, | 


可 见 ,量子 理论 中 的 角 动 量 还 必须 记 人 鬼 场 的 贡献 . 以 上 的 讨论 没 
有 考虑 重 整 化 效应 ,对 非 Abel Chern-Simons 理论 , 重 整 化 后 值 
要 产生 移动 . 

导出 上 述 量 子 守恒 律 的 显著 优点 在 于 勿 需 作出 生成 泛 沙 中 对 
正则 动量 的 路 径 积分 . 

文献 [60j] 对 高 阶 微 商 非 Abel-Chern-Simons 项 与 标量 场 耦合 
情形 也 进行 了 研究 . 
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